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ВВЕДЕНИЕ 
Развитие топливно-энергетического комплекса страны немыслимо 

без фундаментальных научных исследований. Среди актуальных задач, 

требующих фундаментальных исследований, следует выделить разработку 

новых средств информатики и автоматизации производственных процессов и 

систем организационного управления в энергетике. 

В настоящее время такая разработка осуществляется в соответствии 

со специальной формой информационной технологии - вычислительным 

экспериментом. В вычислительном эксперименте «обусловлены все звенья 

математической цепочки: объект – физико-математическая модель – 

алгоритм – программа – ЭВМ» [259]. 

Вычислительный эксперимент требует пересмотра методологических 

основ многих инженерных и физических исследований. «Теперь уже 

очевидно, что традиционные инженерные и физические методы, как и все 

методы классической математики, не позволяют проводить исследования по 

достаточно сложным математическим моделям и получать надежные 

количественные характеристики для прогноза. Без вычислительного 

эксперимента обойтись нельзя, другого пути нет» [261]. Проблема 

проведения вычислительных экспериментов с энергетическими системами 

многоаспектна. Здесь и большое разнообразие системообразующих 

элементов, и неоднородность физических явлений, и трудности 

математического описания наблюдаемых явлений, и жесткие ограничения на 

время реализации вычислительного эксперимента, когда получаемая 

информация еще не теряет своей актуальности, т.е. имеет практическое 

значение. 

Комплексное решение вопросов, связанных с осуществлением 

вычислительных экспериментов над энергетическими системами, по-

видимому, может быть достигнуто в рамках единой теории, которая 

обеспечивает согласованное построение физико-математических моделей 
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этих систем и вычислительных алгоритмов для численной реализации на 

имеющихся вычислительных ресурсах. 

Существующие теории электрических, механических, 

гидравлических, пневмогидравлических, тепловых и других однородных по 

физическим явлениям цепей являются основой построения вычислительных 

экспериментов над соответствующими объектами. Для энергетических 

систем характерной является неоднородность физических явлений, когда 

одновременно в одной системе взаимодействуют электромеханические, 

теплогидравлические, магнитогидродинамические и другие сложные 

процессы. Поэтому основой построения физико-математических моделей 

элементов энергетических систем может служить теория энергетических 

цепей с сосредоточенными параметрами [25, 355], в которой обобщены 

исходные понятия теорий электрических, механических, гидравлических и 

других однородных цепей. Такое обобщение выполнено на основе принципа 

аналогий, согласно которому переменные в различных однородных цепях 

считаются однотипными, если они измеряются приборами, которые хотя бы 

в принципе можно подключить к элементу цепи параллельно или 

последовательно. Для переменных, измеренных последовательно 

включенными приборами, введено наименование последовательных 

обобщенных переменных, а для переменных, измеряемых параллельно – 

параллельных обобщенных переменных. Однако применить такой подход к 

анализу более сложных систем – систем с распределенными параметрами – 

невозможно, т.к. требуется принимать во внимание уже не отдельные 

переменные, а их группы. 

В виду этого для описания энергетических цепей с распределенными 

параметрами используются векторы обобщенных переменных. Эти векторы 

характеризуют физические процессы, взаимодействующие во времени и 

пространстве.  
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При этом элементы энергетических цепей описываются 

нелинейными алгебраическими и дифференциальными уравнениями, 

заданными на областях сложной конфигурации. Исходное математическое 

описание энергетической цепи содержит две группы уравнений ‒ уравнения, 

описывающие на основе физических законов процессы в ее элементах, и 

уравнения связи граничных переменных в узлах цепи. 

В случае линейной электрической, тепловой или иной цепи 

основными методами ее анализа являются методы узловых потенциалов, 

контурных токов (потоков), а также операторные методы, основанные на 

преобразованиях Лапласа, позволяющие исследовать динамические режимы. 

В теории гидравлических цепей методы узловых потенциалов и контурных 

токов обобщены на нелинейные элементы [184, 324].  В теории 

пневмогидравлических цепей, а также в ряде работ [75, 108, 82, 336] по 

расчету теплообменников и газопроводов операторные методы 

распространены на линеаризованные одномерные уравнения 

теплопроводности и газовой динамики. 

Численные методы анализа энергетических цепей с 

распределенными параметрами, предложенные в работах [63, 64, 71, 78, 156, 

197], позволяют провести вычислительный эксперимент для нелинейных 

систем с относительно простой древовидной структурой и небольшим 

количеством элементов. Кроме того, математические модели элементов не 

могут быть заданы в виде многомерных дифференциальных уравнений, т.к. 

порождаемые ими алгебраические уравнения имеют большую размерность. 

Формирование и численное решение дискретизированных уравнений 

создают самостоятельные проблемы, связанные с устойчивостью 

рекуррентных вычислений для явных разностных схем и значительными 

затратами памяти и процессорного времени для неявных разностных схем 

при низкой аппроксимационной точности решения соответствующих 

уравнений. 
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Поэтому возникает необходимость в разработке специальных 

методов анализа энергетических цепей, сочетающих в себе возможности 

операторных методов, основанных на преобразованиях Лапласа, а так же 

методов узловых потенциалов и, в то же время, ориентированных на 

нелинейные цепи с распределенными параметрами. 

Такие методы строятся на основе преобразований Ньютона и 

называются численными операторными методами [31]. Их построение 

осуществляется в тесной связи с теорией дифференциальных преобразований 

[240], точечным исчислением [241] и теорией локально-интегральных 

преобразований [27]. 

Методы математического моделирования энергетических цепей 

изложены в четырех главах книги.  

В первой главе дается определение энергетической цепи, вводятся в 

рассмотрение обобщенные последовательные и параллельные переменные, 

устанавливаются аналогии между этими переменными и переменными в 

гидравлических, механических, электрических, тепловых цепях с 

сосредоточенными и распределенными параметрами. Здесь же 

обосновывается необходимость введения векторов обобщенных 

последовательных и параллельных переменных, а также матричных 

сопротивлений, проводимостей, емкостей и индуктивностей для тех 

элементов цепи, в которых наблюдаются неоднородные физические явления, 

связанные с преобразованием энергии. 

Анализируются математические модели энергетических цепей. 

Особое внимание уделяется задачам моделирования эксплуатационных 

режимов енергосистем. При этом отмечаются трудности решения таких задач 

на вычислительных ресурсах, обусловленные необходимостью получать 

результаты в текущем времени. 

Вторая глава посвящена анализу различных методов исследования 

линейных и нелинейных цепей с сосредоточенными и распределенными 
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параметрами. Здесь рассмотрены аналитические методы, основанные на 

интегральных преобразованиях Лапласа и Фурье, численные методы, 

использующие явные и неявные разностные схемы, а также численно-

аналитические методы, базирующиеся на преобразованиях Лагранжа, 

дифференциальных и локально-интегральных преобразованиях. На основе 

этого анализа сформулированы требования к методам исследования 

энергетических цепей. Аргументируется необходимость разработки таких 

методов, которые сочетали бы в себе достоинства численных и операторных 

методов. 

В третьей главе освещены основные вопросы, связанные с 

преобразованиями Ньютона и порождаемых ими численными операторными 

методами. Здесь устанавливаются соответствия между преобразованиями 

Ньютона, Лагранжа и Тейлора. 

Матричные операторы дифференцирования и интегрирования 

изображений одномерных функций строятся на основе многочленов Ньютона 

k -го порядка. Поэтому соответствующие операторные соотношения 

являются точными для алгебраических полиномов того же порядка. 

Матрично-векторные операторные соотношения получаются в 

результате алгебраизации интегро-дифференциальных уравнений и содержат 

блочные численные схемы их решения. В отличие от одношаговых и 

многошаговых методов, блочные методы решения обыкновенных 

дифференциальных уравнений сохраняют А-устойчивость при любом k -м 

порядке аппроксимации и, поэтому, пригодны для решения жестких 

уравнений.  

Аналогии между одномерными рядами Ньютона и Тейлора 

используются для построения многомерных рядов Ньютона по многомерным 

рядам Тейлора. В результате получено выражение для остаточного члена 

многомерного ряда Ньютона. 
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На основе многомерных рядов строятся многомерные 

преобразования Ньютона. Такие преобразования выполняются в 

произвольных по форме замкнутых областях определения многомерных 

функций. 

Усеченные многомерные ряды Ньютона, т.е. многомерные 

интерполяционные полиномы Ньютона, используются для построения 

операторов дифференцирования по независимым переменным. Такие 

операторы строятся в нормированной симплексной области локальной 

системы координат. Преобразование локальной системы координат в 

глобальную позволяет обобщить операторы дифференцирования на случай 

произвольной симплексной области. Сами операторы представляют собой 

квадратные матрицы, размерность которых определяется порядком 

интерполяционного полинома Ньютона и мерностью пространства. 

Предлагаются алгоритмы построения операторов 

дифференцирования многомерных функций. Алгоритмы реализуются на 

множестве целых чисел и обладают свойством вложенности, что позволяет 

строить оператор дифференцирования  1n -мерных функций по оператору 

дифференцирования n -мерных функций. 

В четвертой главе численные операторные методы используются для 

анализа различных энергетических цепей. 

Здесь установлены связи между операторными соотношениями 

Ньютона и Лапласа. Для линейной энергетической цепи введена в 

рассмотрение ее определяющая матрица, которая является аналогом 

коэффициента передачи. Установлены соотношения для численного 

обращения лапласовых изображений. 

Получены операторные выражения для линейных и нелинейных 

элементов энергетической цепи – матричных емкостей, индуктивностей, 

сопротивлений и проводимостей. 
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На примере моделирования переходных процессов в электрическом 

фильтре газоочистки показана возможность использования численных 

операторных методов для анализа энергетических цепей с вентилями.  

Для описания одномерных элементов энергетических цепей с 

распределенными параметрами предложен метод алгебраизации уравнений в 

частных производных и приведения таких уравнений к операторному виду. 

Метод основан на одномерных преобразованиях Ньютона, которые 

применяются независимо по временной и пространственной координатам, и 

на алгоритме исключения «внутренних» неизвестных в дискретной системе 

уравнений.  

Особенности такой алгебраизации уравнений в частных производных 

рассмотрены на примерах уравнений длинной линии и уравнений 

нестационарного неизотермического течения газа в трубах. Использование 

операторных форм для уравнений газовой динамики иллюстрируется 

примерами решения прямых и обратных задач моделирования 

теплогидравлических режимов газотранспортных систем. 

Возможности анализа тепловых систем иллюстрируются расчетами 

тепловых процессов в пластинчатом теплообменнике. Здесь 

соответствующие двумерные уравнения в частных производных 

подвергаются двумерным преобразованиям Ньютона. Затем в дискретных 

уравнениях исключаются «внутренние» неизвестные и формируется 

операторное уравнение пластины. С помощью таких уравнений и балансовых 

соотношений на границах пластин формируется система уравнений тепловой 

цепи для заданной топологической структуры теплообменника. 

Решение вопросов, поставленных в книге, тесно связано с теориями 

дифференциальных преобразований и точечного исчисления, 

разработанными академиком АН УССР и НАН Украины Г.Е. Пуховым и его 

учениками, а также с теорией локально-интегральных преобразований, 

разработанной доктором технических наук, профессором Г.Я. Береговенко.  
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1. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ЦЕПИ И ИХ ЭЛЕМЕНТЫ 

 
 
1.1. Энергетическая цепь – модель энергетической 

системы 
 

Энергетическая система (ЭС) представляет собой упорядоченную 

совокупность технических и естественных объектов, образующих путь для 

преобразования, передачи и распределения топливно-энергетических 

ресурсов. Деление ЭС на объекты является условным и определяется целью 

исследования или разработки. Например, для решения задач автоматизации 

управления электроэнергетическими системами в качестве объектов 

рассматриваются генераторы, линии электропередачи, трансформаторы, 

шунты, нагрузки и выключатели [45, 51, 59, 89, 194, 231, 286, 329]. Вид 

модели электрической сети в терминах секций шин и выключателей 

приведен на рис. 1.1. При анализе переходных режимов работы атомных 

электростанций основными объектами являются ядерные реакторы, 

теплообменники, трубопроводы, парогенераторы, клапаны, насосы, турбины 

и электрогенераторы [134, 144, 332, 349]. Принципиальная технологическая 

схема энергоблока с реактором водоводяного типа, работающим по 

двухконтурной схеме, представлена на рис. 1.2. 

При создании программных средств моделирования режимов работы 

газотранспортных систем выделяют трубопроводы, межниточные 

перемычки, краны, газоперекачивающие агрегаты, аппараты воздушного 

охлаждения, газовые промыслы, станции подземного хранения газа и 

газораспределительные станции [47, 49, 73, 108, 270, 339]. Фрагмент 

технологической схемы магистрального газопровода приведен на рис. 1.3. 
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Рис. 1.1. Схема электрической сети 
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Рис. 1.2. Схема энергоблока с реактором водоводяного типа. 

 ЯР – ядерный реактор, ХТ – холодный трубопровод, ГТ – горячий трубопровод, ЦВД и ЦНД – цилиндры высокого и 

низкого давлений турбины, Г – электрогенератор, СПП – сепаратор пароперегреватель, КТ – конденсатор турбины, 

ГЦН – главный циркуляционный насос, ТПТН – турбина ПТН, ПТН – питательный турбонасос, ПК – паровой 

коллектор, ПГ – парогенератор, И – измеритель расхода, К – клапан. 
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КОМПРЕССОРНАЯ 
СТАНЦИЯ

ГПА ГПА

ГПА ГПА

ГПА ГПА

АВО

АВО

ГПА ГПА

ГПА ГПА

АВО

ЛИНЕЙНЫЙ 
УЧАСТОК

на ГРСот СПХГ

1-я нитка 
трубопровода

кран

2-я нитка 
трубопровода

3-я нитка 
трубопровода

Рис. 1.3. Схема фрагмента магистрального газопровода. Здесь ГПА – газоперекачивающий агрегат, АВО – аппарат 

воздушного охлаждения, ГРС – газораспределительная станция, СПХГ – станция подземного хранения газа. 
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Топологическая сложность и разнообразие физических явлений, 

наблюдаемых в системообразующих объектах, являются основными 

препятствиями на пути создания эффективных моделей ЭС. Их построение 

путем простого объединения моделей отдельных объектов приводит к 

образованию большой совокупности алгебраических и дифференциальных 

уравнений в обыкновенных и частных производных, отражающих 

электромагнитные, механические, гидравлические, тепловые и другие 

явления. Содержащая нелинейности, такая совокупность уравнений, как 

правило, не поддается не только аналитическому исследованию, но и, в ряде 

случаев, численному анализу на современных вычислительных ресурсах. 

Поэтому создание моделей ЭС требует специальных подходов. 

Основными из них являются поиск взаимно однозначных 

соответствий между математическими описаниями различных явлений и 

разработка эффективных методов анализа, дающих наглядные, физические 

результаты. Если поиск соответствий с привлечением теории подобия и 

моделирования позволяет использовать достижения разных технических 

дисциплин для получения наглядных результатов исследования [7, 23, 25, 35, 

46, 58, 60, 67, 70, 75, 84, 90, 99, 100, 109, 118, 131, 136, 137, 140, 158, 162, 163, 

178, 185, 209, 224, 232, 245, 273, 279, 302, 307, 319, 325, 332, 351, 355], то 

разработка эффективных методов анализа в рамках прикладной и 

вычислительной математики обеспечивает широкие возможности реализации 

моделей ЭС на современных вычислительных средствах, вплоть до создания 

программных комплексов научно-исследовательского или 

производственного назначения [15, 45, 47, 49, 54, 71-73, 78, 82, 86, 87, 106-

109, 114, 119, 127, 141, 144, 157, 164, 168, 182-190, 194, 197, 205, 214, 217, 

218, 221, 227, 229, 231, 233, 234, 246-248, 269-272, 274, 275, 308, 328, 329, 335, 

341, 342, 345, 346, 348, 349, 351, 356]. 

Привлечение электроаналогий, построение эквивалентных 

электрических цепей с ориентацией на соответствующие методы их анализа 
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‒ наиболее распространенный подход к построению моделей ЭС. Физико-

математическая общность описаний стационарных электрических и 

гидравлических процессов, подчиняющихся одним и тем же законам 

сохранения материи и энергии (законом Кирхгофа) и экстремальным 

принципам механики, послужила основой создания теории гидравлических 

цепей [23-25, 182-185, 324]. Эта теория «заимствует» у теоретической 

электротехники методы контурных токов (расходов) и узловых потенциалов, 

а также теорему Максвила (I.C.Maxweel, 1973) о принципе наименьшего 

теплового действия для пассивной электрической цепи. Распространение 

указанных выше методов и теорем на нелинейные гидравлические цепи 

повышает эффективность их численного анализа и позволяет давать 

физические интерпретации результатам, получаемым в ходе вычислений. 

Теория графов и матрично-топологические методы анализа цепей 

являются основой эксэргетических расчетов энергетических объектов [46, 65, 

205]. В работе [335] для расчета стационарных режимов тепловых схем 

энергоблоков используется понятие теплогидравлической цепи. На 

операторных методах расчета электрических цепей с применением теории 

графов связей базируются методы временного и частотного анализа 

электромеханических [34, 70, 90, 100, 118, 130, 162, 163, 209, 210, 230, 252, 

278, 281, 307, 319, 323], гидравлических [11, 23-25, 31, 35, 75-77, 82, 84, 108-

109, 140, 218, 230, 248, 279, 298, 325, 337], тепловых [136, 137, 155, 178, 186, 

218, 226, 332, 336] систем. Работы [75-77] посвящены вопросам 

математического моделирования нестационарного движения сплошной 

среды в разветвленных, сложных системах на основе представлений о 

пневмогидравлической цепи с сосредоточенными или распределенными 

параметрами. 

Однако возможности установления соответствий между 

электромагнитными и другими явлениями не безграничны. Попытка их 

использования для анализа ЭС, где можно наблюдать в неразрывной связи 
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друг с другом два и более разнородных явления, приводит к необходимости 

независимого рассмотрения последних, т.е. к принятию упрощающих 

явления допущений. Примерами могут служить гидравлические и тепловые 

процессы в энергоблоках и трубопроводных системах. Здесь для упрощения 

наблюдаемых явлений часто прибегают к разделению процессов в 

пространственно-временном отношении, что, естественно, сказывается на 

адекватности моделей [71, 82, 108-109, 148, 175, 185, 205]. 

Моделирование ЭС целесообразно выполнять в рамках 

представлений об энергетической цепи [25, 355]. В основе построения такой 

цепи используются схемы замещения с элементами, описываемыми 

математическими соотношениями, подобными соотношениям для элементов 

электрической цепи. 

Энергетическая цепь является обобщением электрической цепи, хотя 

в качестве ее элементов выступают резисторы, емкости и индуктивности. 

Обобщение заключается в том, что токи и напряжения являются лишь 

частным случаем обобщенных последовательных и параллельных 

переменных, определяемых в соответствии со способами подключения 

измеряемого их прибора. В работе [25] приведены следующие условия, 

которые должны выполняться для любой энергетической цепи: 

1. Цепь должна описываться скалярными переменными двух типов. 

Переменные первого типа должны, хотя бы в принципе, измеряться с 

помощью прибора, включенного последовательно с элементом цепи, с 

которым связана измеряемая переменная. В электрической цепи этой 

обобщенной последовательной переменной соответствует электрический ток. 

Переменные второго типа должны, хотя бы в принципе, измеряться с 

помощью прибора, подключенного параллельно элементу цепи, с которым 

связана измеряемая переменная. Таким переменным, называемым 

обобщенными параллельными переменными, в электрической цепи 

соответствуют напряжения. 



21 

2. Обобщенные последовательные переменные должны подчиняться 

первому закону Кирхгофа, параллельные – второму закону. 

Размерности переменных обоего типа должны быть физически 

совместными, а их произведение – определять поток энергии. 

3. Рассмотрим однородные явления. Количество теплоты, массы, 

электричества, проходящее через поперечное сечение элемента 

энергетической цепи, т.е. поток плотностью J , определяется градиентом 

фактора интенсивности потенциального поля, т.е. обобщенной 

напряженностью E . Для стационарного состояния энергетической цепи в 

случае независимого рассмотрения явлений имеем [12, 16, 22, 37, 56, 57, 68, 

79, 198]: 

а) закон Ома, устанавливающий связь между плотностью 

ЭЭЭЭЭ grad EJ    электрического тока и градиентом электрического 

потенциала Э  

ЭЭЭЭЭ grad EJ   ,   0Э ,   ЭЭ gradE ;  (1.1) 

б) закон теплопроводности Фурье – между потоком теплоты 

плотностью TJ  и градиентом температуры T  

TTTT Tgrad EJ   ,   0T ,   TgradT E ;  (1.2) 

в) закон фильтрации Дарси – плотностью MJ  потока компонента 

смеси и градиентом давления p  

MMMM pgrad EJ   ,   0M ,   pgradM E   (1.3) 

и т.п. Откуда в обобщенном виде имеем 

,EJ       (1.4) 

где   – удельная проводимость потока J , вызванного обобщенной 

напряженностью E . 

Введем в рассмотрение элементы, в которых одновременно 

существуют два и более явлений. В случае термоэлектричества, согласно 
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постулату Л.Онзагера о линейности соотношений между потоками и 

обобщенными напряженностями (силами) [22, 56], имеем 

Tgradgrad ЭТЭЭЭ  J ,    (1.5) 

т.е. плотность тока в элементе возникает как под действием градиента 

электрического потенциала, так и под действием градиента температур. Здесь 

ЭТ  – кинетический коэффициент термоэлектричества. Одновременно с 

электрическим током возникает поток тепла с плотностью 

Tgradgrad ТЭТЭТ  J .   (1.6) 

Из соотношения взаимности Л.Онзагера следует ТЭЭТ   . 

Выражения (1.5) – (1.6) и аналогичные им удобно представлять в 

векторно-матричном виде 

ЕJ


Γ .     (1.7) 

Эта запись по сути выражает в дифференциальной форме закон Ома для 

проводника энергетической цепи, в котором протекают несколько 

взаимосвязанных явлений. Поэтому матрица Γ  характеризует удельную 

проводимость. В работах [16, 57] доказано, что, при соответствующем 

выборе векторов J


 и Е


 , матрица Γ  является симметричной, т.е. имеется 

симметрия во взаимодействии различных явлений. 

Полагая граничные поверхности (входы-выходы) проводника 

эквипотенциальными и интегрируя выражение (1.7) вдоль пути l  потоков J


, 

а также по площади   их поперечного сечения, в простейшем случае, когда 

направления потоков совпадают, найдем 




 JJi


Ωd ,    
l

ld ElEu


,   ui Y ,   ГY  1l ,    (1.8) 

где ток i  – вектор с компонентами типа: электрический ток, поток теплоты, 

поток массы вещества и т.п.; напряжение u  – вектор с компонентами типа: 

разностей электрических потенциалов, температур, давлений и т.п. на концах 
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проводника; матрица Y  – проводимость, а обратная ей матрица 

  10  YRYdet  – сопротивление. 

Обращаясь к приведенному выше определению энергетической цепи, 

отметим, что ток i  образуется из совокупности последовательных 

переменных, а напряжение u  – из совокупности параллельных переменных.  

Все компоненты вектора i  удовлетворяют первому закону 

Кирхгофа, поскольку поток вектора J


 через замкнутую поверхность C  

равен нулю: 






C

Cd 0ΩJ


,    (1.9) 

т.е. алгебраическая сумма токов i  в узле У , ограниченном C , равна нулю: 

 
У

0i .    (1.10) 

Напряжения u  на элементах энергетической цепи удовлетворяют 

второму закону Кирхгофа, поскольку циркуляция вектора напряженности E


 

по контуру K , не содержащему источников энергии, равна нулю: 

 
K

d 0KE


,    (1.11) 

т.е. алгебраическая сумма напряжений u  на элементах Kd  контура K  равна 

нулю: 

 
K

0u .    (1.12) 

Скалярное произведение 

 ui ,P      (1.13) 

состоит из слагаемых, которые характеризуют мощности рассеивания 

различных видов энергии в проводнике. 

Из соотношений (1.8) ‒ (1.10) и (1.8), (1.11) ‒ (1.12) следует, что 

методы контурных токов и узловых потенциалов могут быть использованы 
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для анализа энергетических цепей, содержащих как линейные, так и 

нелинейные элементы. Обоснованием такой возможности являются 

принципы минимума производства энтропии, минимума теплового действия 

в электрической цепи, классический экстремальный принцип механики [16, 

22, 184]. Концентрированное выражение таких экстремальних принципов для 

энергетической цепи из N  элементов имеет вид 

minP  ,     (1.14) 

где 

 


 
N

n
nn ,P

1

ui . 

Таким образом, методы анализа электрических цепей можно 

распространить на энергетические цепи. При этом вопрос о топологической 

сложности моделируемых ЭС решается положительно, но при условии, если 

можно использовать эти методы для анализа не только стационарных, но и 

нестационарных режимов функционирования энергетических цепей, 

содержащих как резистивные, так и другие пассивные и активные элементы. 

Выясним такую возможность, обратившись к основным соотношениям 

между последовательными и параллельными переменными в механических, 

гидравлических, тепловых и электромагнитных цепях. 

 

 

 

1.2. Обобщенные переменные в энергетических цепях с 

сосредоточенными параметрами. 
 

Используя результаты исследования энергетических цепей [23-25, 

355], рассмотрим структуру связей между последовательными и 

параллельными переменными (таблицы 1.1 ‒ 1.2). 
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Таблица 1.1. 
Параллельные и последовательные переменные состояния 

Физические 
явления 

Переменные состояния 

параллельные последовательные 

Электричество Магнитный поток  , Вб   Заряд q , K  

Механика 

Перемещение x , м  Импульс K , 
c

мкг   

Угол поворота  , рад  
Момент импульса 

М, 
c
мкг 2  

Тепло Не определена 

Энтропия S , 
K

Дж  

Количество теплоты 

Q , Дж  

Гидравлика Не определена Объем V , 3м  
 

Анализ переменных электрического и механического 

взаимодействий показывает, что произведение параллельных и 

последовательных переменных действия определяет мощности: 

.NP,FP,iuP МВМПЭ      (1.15) 

Тогда для энергий диссипации имеем 

  
t t t

Д
МВ

Д
МП

Д
Э .dtNW,dtFW,dtiuW

0 0 0

  (1.16) 

Интегрирование последовательных переменных действия по 

параллельным переменным состояния дает кинетическую энергию 

механических взаимодействий: 

  
Ф x

П
МВ

П
МП

К
Э .dNW,dxFW,dФiW

0 0 0



   (1.17) 



 

26 

Таблица 1.2. 
Параллельные и последовательные переменные действия 

Физические 
явления 

Переменные действия 

параллельные последовательные 

Электричество Напряжение 
dt
du 

 , B  Сила тока 
dt
dqi  , A  

Механика 

Линейная скорость 

dt
dx , 

c
м  

Сила 
dt
dKF  , H  

Угловая скорость 

dt
d  , 

c
рад  

Момент силы 

dt
dMN  , мH   

Тепло 
Температура 

T , K  

Поток энтропии 

dt
dS

 , 
K
Bт  

Гидравлика 
Давление p , Па  Объемный расход 

dt
dVGГ  , 

c
м3

. Пьезометрический напор, 
H , м  

 

Интегрирование параллельных переменных действия по 

последовательным переменным состояния определяет потенциальную 

энергию электрического взаимодействия и кинетическую энергию 

механических взаимодействий: 

  
q K M

K
MB

К
МП

П
Э .dMW,dKW,dquW

0 0 0

   (1.18) 

В соотношениях (1.17) ‒ (1.18) можно видеть неоднородность 

энергий электрических и механических взаимодействий. Для ее устранения 

целесообразно обратиться к электромеханическим аналогиям, приведенным, 

например, в работах [70, 90, 209, 301, 302]. Тогда, изменив в таблицах 1.1 ‒ 
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1.2 местоположение последовательных и параллельных переменных, 

получим желаемую однородность в определении кинетических и 

потенциальных энергий (таблицы 1.3 ‒ 1.4). 

Таблица 1.3. 
Параллельные и последовательные переменные состояния 

Физические 
явления 

Переменные состояния 

параллельные последовательные 

Электричество Заряд q , K  Магнитный поток  , Вб  

Механика 

Перемещение x , м  Импульс K , 
c

мкг   

Угол поворота  , рад  Момент импульса М, 
c
мкг 2  

Тепло Энтропия S , 
K

Дж  Не определено 

Гидравлика Перемещение Гx , м  

Импульс движущейся жидкости 

 
V

Г
Г dV

dt
dxK  , 

c
мкг   

  плотность, 3м
кг  

V  объем, 3м  
 

Обращаясь к переменным теплового взаимодействия, аналогично 

имеем мощность потока 

TT q
dt
dQ

dt
TdSTP   ,   (1.19) 

энергию диссипации тепла 

  
T t t

Д
Т dQdt

dt
dQdtTW

0 0 0

    (1.20) 

и потенциальную (внутреннюю) энергию 
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
S

П
Т TdSW

0

.     (1.21) 

Кинетической энергии теплового взаимодействия не существует. Таким 

образом, температура, поток энтропии и энтропия являются определяющими 

переменными теплового взаимодействия в элементах энергетической цепи. 

Таблица 1.4. 
Параллельные и последовательные переменные действия 

Физические 
явления 

Переменные действия 

параллельные последовательные 

Электричество Напряжение 
dt
du 

 , B  Сила тока 
dt
dqi  , A  

Механика 

Сила 
dt
dKF  , H  

Линейная скорость 

dt
dx , 

c
м  

Момент силы 

dt
dMN  , мH   

Угловая скорость 

dt
d  , 

c
рад  

Тепло 
Температура 

T , K  

Поток энтропии 

dt
dS

 , 
K
Bт  

Гидравлика 

Сила напора 

dt
dKdПpF Г

П
Г   , H  

П  поверхность 

            объема V , 2м  

p  давление, Па  

Средняя в поперечном 
сечении скорость движения 
жидкости 

dt
dxГ

Г  , 
c
м  
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Для гидравлического взаимодействия система определяющих 

переменных, приведенных в таблицах 1.1 ‒ 1.2, является неполной. Поэтому, 

следуя работам [75 ‒ 77], рассмотрим соответствующие последовательные и 

параллельные переменные, приведенные в таблицах 1.3 ‒ 1.4. Откуда для 

гидравлического взаимодействия имеем выражения, содержащие значения 

мощности потока и энергии диссипации 

ГГГ FP  ,   
t

ГГ
Д

Г dtFW
0

 ,   (1.22) 

а также потенциальной энергии столба жидкости пьезометрической высоты 

H  с давлением p  у основания с площадью поперечного сечения П  

HgmНПpdxdПpW
Н

П

П
Г 













  

0

  (1.23) 

и кинетической энергии жидкости, движущейся по трубопроводу 

постоянного диаметра 

  














ГГГ

Г
ГГ

К

V
ГГ

К

ГГ
K

Г VdVdVddКW



0

2

00
2

,   (1.24) 

где g – ускорение свободного падения. 

Анализ приведенных выше выражений для мощностей и энергий 

позволяет ввести обобщающие их понятия – мощность, характеризуемая 

переменными действия и энергия, определяемая последовательными или 

параллельными переменными (таблица 1.5). Возникающие в 

соответствующих выражениях коэффициенты пропорциональности R , G , 

C и L  имеют смысл обобщенных сопротивления, проводимости, емкости и 

индуктивности, определение которых, в зависимости от вида 

взаимодействий, можно найти в таблице 1.6. Очевидно, обобщенная емкость 

характеризует способность элемента цепи запасать потенциальную энергию, 

а обобщенная индуктивность – запасать кинетическую энергию. 
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Таблица 1.5. 
Энергетические аналогии 

Физические 
явления 

Мощность 
(определяется 
переменными 

действия) 

Кинетическая 
энергия 

(определяется 
последовательными 

переменными) 

Потенциальная 
энергия 

(определяется 
параллельными 
переменными) 

Электричество 
2

2

uG

iP

iuP

E

E

E







 

2

2
0

iL

diW

Е

К
Е



 


 

2

2
0

uC

dquW

Е

q
П

Е



 
 

Механика 

2

2

FG

P

FP

МП

МП

МП











 

2

2
0





МП

К
К

МП

L

dKW



 
 

2

2
0

FC

dxFW

МП

x
П

МП



 
 

2

2

NG

P

NP

МО

МО

МО











 

2

2
0





МО

М
К

МО

L

dМW



 
 

2

2
0

NC

dNW

МО

П
МО



 



 

Тепло 
2

2

TG

P

TP

T

T

Т











 Не определено 

2

2
0

TC

dSTW

Т

S
П

Т



 
 

Гидравлика 
2
ГГ

2
ГГ

ГГГ

FG

P

FP











 

2

2
0

Г
Г

K

ГГ
К
Г

L

dKW
Г







 
 

2

2
0

Г
Г

x

ГГ
П

Г

FC

dxFW
Г



 
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Таблица 1.6. 
Сосредоточенные параметры элементов энергетической цепи 

Физические 
явления 

Сопротив-
ление 

Проводи-
мость 

Индуктив-
ность Емкость 

Электричество di
duRЕ  , 

Ом 

du
diGЕ  , 

См 

di
dLЕ


 , 

Гн 

du
dqCЕ  , 

Ф 

Механика 

d
dFRМП  , 

м
сН   

dF
dGМП


 , 

сН
м


 

d
dKLМП  , 

кг 

dF
dxCМП  , 

Н
м  

d
dNRМО  , 

мсН   
dN
dGМО


 , 

-1-1-1 мсН   

d
dMLМО  , 

2мкг   

dN
dCМО


 , 

-1-1 мН   

Тепло 
d

dTRТ  , 

Вт
К2

 

dT
dGТ


 , 

2К
Вт  

Не 
определена 

dT
dSCТ  , 

2К
Дж  

Гидравлика 
Г

Г
Г d

dFR


 , 

м
сН   

Г

Г
Г dF

dG 
 , 

сН
м


 

Г

Г
Г d

dKL


 , 

кг  

Г

Г
Г dF

dxC  , 

Н
м  

 

Глубинный смысл энергетических аналогий проявляется в 

возможности использования законов сохранения энергии для создания 

моделей элементов энергетических цепей, в которых наблюдаются 

неоднородные физические явления, а введение векторных групп обобщенных 

последовательных и параллельных переменных дает возможность описать 

взаимосвязи между переменными с помощью матричных аналогов 

сопротивлений, проводимостей, емкостей и индуктивностей. В результате 
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оказывается возможным применять базовые принципы и методы анализа 

электрических цепей для анализа энергетических цепей Действительно, 

образуя вектор-функции  tii   и  tuu   из последовательных и 

параллельных переменных действия, для пассивного элемента 

энергетической цепи запишем 

0 ДПK dWdWdW      (1.25) 

где 

   
   

  .dt,dW

,d,C/,CddW

,d,L/,LddW

Д

П

K

iu

uuuu

iiii







2

2

   (1.26) 

Здесь выражение  yx,  обозначает скалярное произведение векторов x  и y , 

а параллельные и последовательные переменные являются векторами вида 

u=
T

ГFTNFu   и  i =
T

Гi  , (1.27) 

а диагональные матрицы L  и C  вида 

Ldiag = ГТМОМПЕ LLLLL ,   Cdiag = ГТМОМПЕ ССССC ,  

содержат параметры, определенные в таблице 1.6. 

Энергетические соотношения лежат в основе построения моделей 

кондукционного ускорения макротел при использовании емкостного 

накопителя энергии [3], метания твердых тел малой электропроводности в 

рельсотронных ускорителях [123], электрического взрыва проводников [147], 

электромеханического преобразования энергии [80, 130, 163, 221, 307, 311, 

312]. 

В качестве примера рассмотрим математическую модель машины 

постоянного тока с одной обмоткой возбуждения и одной парой щеток 

(машина работает в режиме двигателя; влиянием явлений в коммутируемых 

секциях и влияним реакции якоря на цепь возбуждения пренебрегаем; 
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процессы в машине происходят в пределах прямолинейной частотной 

характеристики холостого хода) [239]: 





















,iiM
dt
dLN

,iMu
dt

diLiR

u
dt
diLiR

ЯBLMBC

BLЯ
Я

ЭЯЯЭЯ

,B
В

ЭВBЭВ



     (1.28) 

где ЭВR  и ЭВL  – сопротивление и индуктивность цепи возбуждения; ЭЯR  и 

ЭЯL  – то же для цепи якоря; Bu  и Яu  – напряжения на полюсах обмоток; Вi  

и Яi  – токи в цепях возбуждения и якоря; LM  – взаимная индуктивность 

между обмотками возбуждения и якоря;   – угловая скорость вращения 

якоря; MBC RN   – момент сил сопротивления, в том числе сил вязкого 

трения; MBL  – момент инерции вращающихся масс. 

Преобразуем систему уравнений (1.28) к виду (1.25). Для этого 

умножим на Bi , Яi  и  ,  соответственно, первое, второе и третье уравнения 

системы (1.28). В результате будем иметь 





















































.dtiiMLddtR

,dtiiMdtiuiLddtiR

,dtiuiLddtiR

BЯLMBMB

BЯLЯЯ
Я

ЭЯЯЭЯ

BB
B

ЭВBЭВ





2

2

2

2
2

2
2

2
2

 (1.29) 

Величина   П
ЭМЭМBЯLBЯL dWdN

dt
diiMdtiiM    характеризует 

изменение потенциальной энергии электромагнитного момента силы ЭМN  

при изменении угла поворота якоря на d  [138, 139]. Величины 
Д

ЭЯBЭВ dWdtiR 2 , Д
ЭЯяЭЯ WdtiR 2 , Д

МВМВ dWdtR 2 , определяют 
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приращения энергий диссипации соответственно в цепях возбуждения якоря, 

в результате вязкого трения подвижных частей, а величины внеш
ЭВBB dWdtiu   

и внеш
ЭЯdW  характеризуют приращение электромагнитных энергий, 

подводимых к обмоткам от внешнего источника за время dt . 

Учитывая принятые выше обозначения, систему уравнений (1.28) 

запишем в виде 

MB

ЭЯ

ЭВ

R
R

R

00
00
00


Я

В

i
i

+

MB

ЭЯ

ЭВ

L
L

L

00
00
00

dt
d


Я

В

i
i

=

ЭМ

ЯЯ

В

N
u

u
 ,   (1.30)  

где э.д.с. якоря 

ЭМ
Я

Я N
i
  .    (1.31) 

Из (1.31) следует выражение  

ЭМЯЯ Ni   ,    (1.32) 

которое устанавливает равенство мощностей электрического и 

механического  взаимодействий. Таким образом, уравнение (1.30) является 

математической моделью обобщенного преобразователя энергии. Этот 

преобразователь обратим и неидеален, поскольку имеет место диссипация 

энергии в электрических и механических частях [25]. 

Векторно-матричное уравнение (1.30) можно представить в форме 

 ui uKE
dt
dLR 





  ,   (1.33) 

где E  – единичная матрица; uK  – матрица преобразования параллельных 

переменных вида 

000
00

000

Яu i/K  .     (1.34) 
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 Путем энергетических аналогий легко получить уравнения 

преобразователей для емкостных и индуктивно-емкостных машин [138]. 

Математические модели таких преобразователей будут отличаться от модели 

(1.35) наличием «емкостной» составляющей. Изменится также матрица 

преобразования uK . 

Кроме пассивных, преобразующих элементов, энергетические цепи 

могут содержать активные элементы, обеспечивающие ввод или вывод 

энергии из цепи. 

Источники энергии делятся на источники параллельных переменных 

и источники последовательных переменных. 

В отличие от электрических цепей, где источники э.д.с. и тока имеют 

по одной характеристике (рис. 1.4, а и б, соответственно), в энергетических 

цепях источники последовательных и параллельных переменных имеют в 

общем случае некоторое множество характеристик. Например, в случае 

газового промысла, как источника параллельных переменных (давления 0p  и 

температуры 0T ) в газотранспортной сети, обращаются к двум 

характеристикам  Mp0  и  MT0  (рис. 1.4, в), где M  – массовый расход 

газа, являющийся последовательной переменной, [197, 270, 296, 300]. В 

случае узла редуцирования газа имеем источник параллельной переменной 

редp  и двумерную характеристику  T,Mpред  (рис.1.4.). Наконец, 

источником параллельной или последовательной переменной может быть 

компрессорная станция. В зависимости от режима ее работы имеем 

характеристики  T,Mp0  и  T,pM 0  (рис. 1.4, д и е). Первая характеристика 

отражает режим функционирования станции с управлением по заданному 

выходному давлению p , а вторая характеристика – с управлением по 

заданному расходу газа M  через станцию [300]. 
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Рис. 1.4. Характеристики источников энергии в энергетических цепях. 
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Энергия внешних источников может быть введена в энергетическую 

цепь с помощью усилителей. Различают усилители параллельных и 

последовательных переменных, а также усилители мощности [25]. Все они 

представляют собой шестиполюсники, имеющие полюса входа, выхода и 

питания. Усилители характеризуются матричными коэффициентами 

усиления u
yK , i

yK , p
yK , причем  

,К,К,К вх
р
увыхвх

i
yвыхвх

и
увых PPiiuu    (1.35) 

где вектор P  составлен из мощностей различных видов физических 

взаимодействий. 

В качестве примера рассмотрим уравнения газоперекачивающего 

агрегата, являющегося усилителем термодинамических потенциалов p  и T , 

т.е. усилителем параллельных переменных. Аналогичными уравнениями 

описываются насосы во многих жидкостных распределительных и 

питательных системах энергетики [82, 106-109, 185, 227, 232, 247, 282, 283, 

299, 300, 306, 324, 325, 337]. 

Обозначим давление, температуру и массовый расход газа на входе и 

выходе агрегата, соответственно, через вхР , выхР , вхT , выхТ , вхМ , выхМ . 

Математическая модель агрегата представляется следующей системой 

нелинейных алгебраических уравнений [101, 156, 296]:  
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  (1.36) 
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где n  – обороты нагнетателя, приводимого в действие от внешнего 

источника энергии (электрический двигатель либо турбоустановка); k  – 

показатель политропы ( 311301 ,,k  );  0TRz  и 0n  – параметры приведения 

для данного типа нагнетателя, которые задаются вместе с коэффициентами 

аппроксимации 0  и 0  его характеристик  прQ0  и  прQ0 ; 

   nP/TRznМQ вхвхвхпр 0  – приведенный объемный расход газа; R  – 

газовая постоянная;  T,pzz   – коэффициент сжатия газа. 

Очевидно, система уравнений (1.36) представима в виде  

  
  вх

вх

вых

вых

Т
P

y

y
Т
Р

110

011

0
2

1

0










 ,  (1.37) 

или 

вх
и
увых К иu  ,      

где  вхвх
и
у

и
у М,КК и  – существенно нелинейный матричный коэффициент 

усиления параллельных переменных T
вхвхвх TРu . 

Таким образом, при рассмотрении соотношений между 

последовательными и параллельными переменными для основных элементов 

энергетических цепей с сосредоточенными параметрами можно видеть их 

подобие соотношениям между напряжениями и токами для соответствующих 

элементов электрических цепей. Отличие состоит лишь в матрично-

векторной форме представления математических моделей элементов. Как 

указывалось в предыдущем разделе, такая форма представления моделей 

элементов не создает препятствий распространению существующих методов 

анализа электрических цепей на энергетические цепи. 
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1.3.  Энергетические цепи с распределенными 

параметрами.     
 

Расширим представления об энергетических цепях, за счет объектов с 

параметрами, распределенными по одной из координат пространства, 

например, по x . Для этого возьмем за основу математическую модель линии 

электропередачи, переходные процессы в которой описываются системой 

уравнений в частных производных вида  

     
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Эj
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ЭЭ
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R

t,xu
t

t,xuCt,xug
x

t,xi
t

t,xiLt,xir
x

t,xu

1


,  (1.38) 

где Эr , Эg , ЭL  и ЭС  – удельные сопротивление, проводимость утечки, 

индуктивность и емкость линии; ЭjR  – промежуточные нагрузки, 

подключающиеся к линии в точках jxx   ( n,j 1 );  jxx   – дельта- 

фукция Дирака [12, 36, 125, 142, 143, 198]. Очевидно, что функции  t,xu  и 

 t,xi  можно отнести соответственно к параллельным и последовательным 

переменным. 

Покажем, каким образом устанавливаются энергетические аналогии 

между переменными и параметрами моделей различных видов физических 

взаимодействий. Для этого рассмотрим одномерные уравнения динамики 

жидкости и распространения тепла. Неустановившееся течение жидкости в 
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трубопроводе описывается системой уравнений, отражающей законы 

сохранения вещества и импульса сил: 

      
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. (1.39) 

 

где   – плотность жидкости;  t,xM  – массовый расход;  t,xp  – давление; 

П  – площадь поперечного сечения трубы диаметра D  и периметра Пp ;   – 

скорость движения жидкости;   – коэффициент гидравлического 

сопротивления трубы; фk  – распределенный коэффициент фильтрации 

жидкости через стенку трубопровода; ГjR  – локальное сопротивление утечки 

жидкости через отверстие j ; )n,j(x j 1  – местоположение отверстий на оси 

x ; n  – их общее количество [82, 109, 166, 253, 282, 325, 331, 333]. 

В системе уравнений (1.39) последовательными и параллельными 

переменными являются функции  t,xM  и  t,xp . Их можно поставить в 

соответствие функциям  t,xi  и  t,xu  системы уравнений (1.38). Тогда 

систему уравнений (1.39) целесообразно представить в виде 
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где распределенные параметры ГГГ L,g,r  и ГС  определяются 

соотношениями 

.
р

С,L,kg,
D

r ГГфГГ 


  
ПППр

П2
1   (1.41) 

Поскольку переменная  t,xu  является разностью потенциалов линии и 

подстилающей поверхности или оплетки кабеля, а переменная  t,xp  – 

собственно потенциалом, то наличие параметра нp  не снижает общности 

систем уравнений (1.38) и (1.40). 

Обратимся теперь к уравнению, описывающему распространение 

тепла в стержне, вида 

      t,xТТ
x

t,xTk
xt

t,xTc нTp 






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
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


 ПрПП  ,   (1.42) 

где   t,xcc pp   – удельная теплоемкость стержня на единицу длины; 

 t,x   – плотность вещества;  T,xkk TT   – коэффициент 

теплопроводности;  T,x   – коэффициент теплообмена с внешней 

средой;  t,xTT нн   – температура внешней среды;  t,xTT   – температура 

стержня [20, 22, 56, 64, 68, 86, 95, 96, 113, 137, 190, 219, 226, 291]. 

Для преобразования уравнения (1.42) к виду (1.38) необходимо 

выделить последовательную и параллельную переменную. Выбор 

параллельной переменной очевиден – это температура  t,xT . 

Последовательная переменная может быть установлена, если ввести в 

рассмотрение тепловой поток  t,xqT . Тогда уравнение (1.42) представляется 

в виде системы уравнений 
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Откуда имеем 
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где распределенные параметры Tr , Tg  и TC   определяются выражениями: 

  .сC,g,kr pTTT  ППрП 1
т       (1.45) 

В системе уравнений (1.44) отсутствие составляющей с коэффициентом TL  

свидетельствует о невозможности накопления тепловой энергии в 

кинетической форме. Отсутствует также составляющая с сосредоточенными 

в точках  jx  отборами тепла, что связано с рассмотрением традиционной 

исходной формы уравнения (1.42). 

Приведенные модели неустановившегося движения жидкости, 

распространения тепла и передачи электроэнергии, после соответствующих 

преобразований, могут быть представлены в обобщенной форме, без 

привязки к конкретному виду взаимодействия ‒ гидравлическому, тепловому 

или электрическому. 

Обратимся теперь к разнородным взаимодействиям таким, например, 

как теплогидравлические и магнитогидродинамические. 

Теплогидравлические явления наблюдаются во многих объектах 

энергетики [5, 33, 47-49, 86-87, 96, 113, 190, 226-228, 327]. В частности, такие 

явления возникают в эксплуатационных режимах работы магистральных 

нефте- и газопроводов, систем пневмотранспорта и мазутопроводов. 

Нестационарное, неизотермическое течение газа в трубе постоянного 

диаметра D  описывается системой трех нелинейных уравнений в частных 

производных: 
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где  t,xp  – давление;  t,xT  – температура;  T,p  – плотность газа;  t,x  

– скорость его движения;  T,p,vE  – полная энергия единицы массы газа; нp  

и нT  – давление и температура внешней среды на поверхности трубы; )x(h  – 

высота заложения трубы относительно нулевого уровня; g  – ускорение 

свободного падения;  ,  , и фk  – коэффициенты, соответственно, 

гидравлического сопротивления, теплопередачи и фильтрации газа через 

стенку трубы. В уравнениях (1.46) отражены законы сохранения вещества, 

количества движения и энергии [166, 197, 260, 296]. 

Для установления энергетических аналогий между рассматриваемой 

системой уравнений (1.46) и системой уравнений линии электропередачи 

(1.38) необходимо выделить определяющий вектор искомых функций и 

классифицировать в нем последовательные и параллельные переменные. 

Соответствующий выбор легко осуществить, если учесть физический смысл 

ранее выделенных переменных для систем уравнений гидравлики (1.40) и 

теплопроводности (1.44). Очевидно, последовательными переменными могут 

быть массовый расход газа   Пt,xM  и поток полной энергии 

  Et,xqЭ П  (здесь П  – площадь поперечного сечения потока), а 

параллельными переменными – давление  t,xp  и температура  t,xT , т.е. 

      T
Э t,xqt,xMt,x i ,         Tt,xTt,xpt,x u . (1.47) 
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Заметим, что такой базис искомых функций является избыточным, 

превышающим по количеству неизвестных число уравнений в системе (1.46). 

Анализируя функции, можно видеть, что  Т,р,Мqq ЭЭ  , т.е. эта функция 

определяется тремя остальными. Поэтому в базисе искомых функций 

оставим массовый расход M , давление p  и температуру T . 

Для преобразования системы уравнений (1.46) к виду (1.38) запишем 

ее в векторной форме 
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так как 


2

2
E ,  T,p   – внутренняя энергия единицы массы газа. 

При 0    02  Y/Vdet , поэтому уравнение (1.48) можно 

представить в виде 
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на основе соотношения (1.50) установим связь между последовательными и 

параллельными переменными в трубопроводе: 
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  (1.51) 
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где матрицы проводимости ТГg , емкости ТГС , сопротивления ТГr , 

индуктивности ТГL , а также матричные коэффициенты преобразования 

переменных – t
uu

t
ii K,K,K,K имеют следующие структурные 

особенности: 
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Ненулевые элементы отмечены символом "."  Получение аналитических 

выражений для этих элементов затруднено. Поэтому изложенный выше 

подход порождает лишь конструктивный способ их машинного вычисления. 

Система уравнений (1.51) отличается от ранее рассмотренных тем, что 

содержит матричные параметры, причем размерность матриц определяется 

только количеством учитываемых в описании явлений. Кроме того, 

возникают матричные коэффициенты преобразования последовательных и 

параллельных переменных, а также их частных производных по временной 

координате. О таких коэффициентах уже говорилось при рассмотрении 

математической модели обобщенного электромеханического 

преобразователя энергии вида (1.33). 

Наконец, рассмотрим случай электромагнитных, гидравлических и 

тепловых процессов, наблюдаемых совместно в импульсных плазменных 

ускорителях эрозионного типа. Для случая плоской симметрии одномерные 

уравнения магнитной гидродинамики в системе лагранжевых массовых 

переменных имеют вид: 



47 

       












































































,T,p,T,p,T,p,T,p

,
x
Tq,

x
qEJ

x
p

t

,ЕJ,
x
EH

t
,

xt

,
x
НJ,

t
x,НJ

x
p

t

ЭЭ

m
T

m

TЭЭ

m

ЭЭЭ
m

ЭЭ

m

m

Э
Э

ЭЭ

m




















1

4

 (1.52) 

 

где t  ‒ время  0t ; x  – эйлерова координата частицы; mx  – лагранжева 

массовая координата ( m,mxm 0  – масса вещества в ускорителе, 

приходящаяся на единицу площади поперечного сечения); ЭH  – 

напряженность магнитного поля; ЭЕ  и ЭJ  – напряженность электрического 

поля и плотность тока; Э  – электропроводность среды;   – плотность 

вещества;   – его внутренняя энергия; р  и Т  – давление и температура ; Tq  

– поток энергии теплового излучения; x  – коэффициент поглощения энергии 

излучения;   – скорость лагранжевых частиц [260]. В системе уравнений 

(1.52) отражены уравнения Максвелла, применительно к единице объема 

проводящей среды и уравнения движения плазмы: сохранения масс, сил, 

тепловой баланс [37]. 

Анализируя входящие в уравнения функции, можно выделить группы 

последовательных и параллельных переменных: 

       
        .t,xTt,xpt,xEt,x

,t,xqt,xt,xHt,x
T

mmmЭm

T
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   (1.53) 

Выбор теплогидравлических последовательных и параллельных переменных 

 Tq,  и  T,p  очевиден. Для обоснования выбора электромагнитных 

переменных ЭE  и ЭH  обратимся к электрической схеме, в которую включен 

канал разряда накопительной емкости (рис. 1.5). Ток, поступающий из 
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внешней части цепи в канал разряда, создает электромагнитное поле 

напряженностью по магнитной составляющей 
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Рис. 1.5. Схема импульсного плазменного ускорителя эрозионного типа. 

 

Из приведенных соотношений следует, что функции  t,xH mЭ  и  t,xE mЭ  

соответствуют переменным I  и U  в электрической части цепи, т.е. являются 

последовательной и параллельной переменными, соответственно. 

Относительно векторов последовательных и параллельных 

переменных (1.53) система уравнений (1.52) имеет вид 
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где матрицы проводимости МГДg , емкости МГДС , сопротивления МГДr , 

индуктивности МГДL , а также матрица преобразования параллельных 

переменных t
uK , имеют вид: 
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В отличие от приведенных выше уравнений (1.38), (1.40), (1.44), (1.51) 

уравнения (1.54) содержат «пространственную» переменную mx , имеющую 

смысл лагранжевой массовой координаты. При необходимости переход к 

эйлеровой координате x  осуществляется с помощью соотношения 

txv  / , которое может быть включено в систему уравнений (1.54) [166, 

260]. 

Приведенные выше описания элементов энергетических цепей с 

распределенными параметрами и различными видами физических 

взаимодействий содержат уравнения энергетического баланса. Наличие этих 

уравнений дает некоторую свободу выбора последовательной переменной, 
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соответствующей потоку энтропии в цепях с сосредоточенными 

параметрами. В случае теплогидравлических взаимодействий вместо потока 

энтропии был взят поток полной энергии газового потока, а в случае 

магнитодинамических взаимодействий – поток теплового излучения. Выбор 

этих переменных значительно упрощает преобразования исходных систем 

уравнений. В отношении других переменных – энергетические аналогии в 

цепях с распределенными и с сосредоточенными параметрами совпадают. 

Отметим также общность математического описания разнородных 

физических процессов в энергетических цепях с распределенными 

параметрами:  
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Оно отличается от описания линии электропередачи содержанием 

параметров преобразования последовательных и параллельных переменных. 

Кроме того, все параметры – матрицы, размерность которых определяется 

количеством учитываемых видов физических взаимодействий.  

Энергетические цепи могут содержать элементы, параметры которых 

распределены не только по одной координате x , но и по другим 

пространственным координатам. Примером служат пластинчатые 

теплообменники. Взаимодействие тепловых потоков в пределах одной 

пластины (рис. 1.6, а) описывается двумерными уравнениями в частных 

производных вида 
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Рис. 1.6. Схемы взаимодействия тепловых потоков в теплообменниках. 
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где  t,y,xTT 11   и  t,y,xTT 33   – температуры потоков жидкостей, 

характеризуемые массовыми расходами  tMM 11   и  tMM 33  ; 

 t,y,xTT 22   – температура пластины, удельным весом const2 , 

теплоемкостью constcp 2  и теплопроводностью const2 ;  2111 T,T   и 

 3233 T,T   – коэффициенты теплопередачи между потоками и пластиной; 

 1111 T,pcc pp   и  1111 T,p   – теплоемкость и плотность вещества в 

первом потоке;  3333 T,pcc pp   и  3333 T,p   – тоже во втором потоке; 

1П  и 3П  – площади поперечного сечения потоков; 1Пр  и 3Пр  – их 

периметры; x  и y  – пространственные координаты; t  – время. Возможные 

схемы организации взаимодействия потоков приведены на рис. 1.6, б – д [56, 

57, 65, 68, 95, 96, 129, 291, 326, 344]. 

В математической модели (1.56) последовательными переменными 

являются потоки энергий, определяемые векторами 111 TMq  и 333 TMq , а 

также тепловой поток в пластине 222 TgradJ , а параллельными 

переменными – температуры 1T , 2T , .T3  Связь между последовательными и 

параллельными переменными задается выражением 
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Сопоставляя системы уравнений (1.57) и (1.55), можно видеть несовпадение 

форм рассмотренных ранее одномерных моделей и двумерной модели (1.56). 

Различие становится еще более заметным при рассмотрении гидравлических, 

электромагнитных, теплогидравлических, магнитогидродинамических и 

других однородных и разнородных явлений на полевом уровне. 

Существующие системы аналогий (ЭГДА – электрогидродинамическая, 

МАГА – магнитогазовая, МАГДА – магнитогидродинамическая в 

потенциальных полях и ВЭГА – электрогидродинамическая, ЭМГА – 

электромагнитогидродинамическая в вихревых полях) не позволяют 

устранить эти различия, поскольку они ориентированы только на модели 

установившихся процессов [99, 313]. Для выяснения возможности 

использования уравнений вида (1.57) в математических моделях 

энергетических цепей рассмотрим способы формирования таких моделей. 

 

 

 

1.4. Математическое описание цепи 
 

Для получения математической модели электрической цепи с 

сосредоточенными параметрами необходимо указать номера ее узлов, 

параметры ветвей и инцедентность ветвей соответствующим узлам. Тогда на 

основе первого и второго законов Кирхгофа можно сформировать систему 

интегродифференциальных линейных или нелинейных уравнений. При 

реализации матрично-топологических методов на ЭВМ процесс 

формирования математической модели цепи завершается образованием 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений в нормализованной 

форме 

    ,tt,wtw,z,t,wf
dt
dw

000      (1.58) 
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где w  – N-мерный вектор искомых токов и (или) напряжений;  z,t,wf  – N-

мерная вектор-функция; z  – N-мерный вектор внешних воздействий; 0w  – 

N-мерный вектор значений токов и (или) напряжений в момент времени 0t  

[12, 36,  39, 42, 92, 170, 176, 179, 198, 200, 212, 241, 277]. 

Очевидно, что в случае взаимодействия k  разнородных физических 

явлений в каждом элементе энергетической цепи с сосредоточенными RLC ‒ 

матричными параметрами, процесс формирования ее математической модели 

можно осуществлять на основе тех же методов формирования моделей 

электрических цепей, образуя систему обыкновенных дифференциальных 

уравнений вида (1.58) размерностью в k  раз большей. 

Широко распространен случай, когда в различных 

системообразующих элементах энергетической цепи наблюдается разное 

количество физически неоднородных явлений. При этом может быть 

потеряна связность цепи по потокам различных видов энергии ‒ тепловой, 

гидравлической, электромагнитной. Например, в двухконтурной схеме 

энергоблока с реактором водо-водяного типа (1.2) имеем односвязную цепь 

по потокам тепловой энергии и двухсвязную цепь по потокам механической 

энергии движущейся жидкости. Поэтому процесс формирования 

математических моделей энергетических цепей с такими специфическими 

физико-топологическими свойствами целесообразно осуществлять 

последовательно по однотипным потокам энергии, используя первый закон 

Кирхгофа. В результате получим интегро-дифференциальную систему 

уравнений вида 

    ,tt,ytw,z,t,w,dw,
dt
dwf

t

t
0000

0



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     (1.59) 
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где   N,ntw n 1 u  – вектор параллельных переменных для 

энергетической цепи, содержащей N  узлов.  

Особый случай представляют энергетические цепи, содержащие 

элементы с распределенными параметрами. Математические модели таких 

цепей формируются на основе законов сохранения энергетических потоков в 

узлах. Основой формирования является метод узловых параллельных 

переменных – аналог метода узловых потенциалов в электрических цепях. 

Аналог метода контурных токов для энергетических цепей с 

распределенными параметрами не используется, так как в нестационарных 

режимах потоки на входе и выходе элементов не совпадают. Тем самым 

нарушаются условия применимости этого метода [75]. 

Если параллельные и последовательные переменные на границах 

элементов с номерами N,n 1  обозначить, соответственно, через 

         ,N,nt,l,t,,t,l,t, nnnn 100 iiuu     (1.60) 

а значения узлових потенциалов (узловых параллельных переменных) через 

  01 j,jtj u ,     (1.61) 

где 0j  – общее количество узлов в цепи, то математическую модель 

энергетической цепи с распределенными параметрами можно представить в виде 

       0110 j,jtN,nt,l,t,A jnn  iii ,  (1.62) 
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Здесь  21 aa  – вектор с элементами 1a , упорядоченными по параметру 2a . 

Система уравнений (1.62) отражает первый закон Кирхгофа для 

последовательных переменных на границах элементов, примыкающих к 

узлам цепи. A  – матрица соединений размерности    kNjk 20  ;  ti j  – 

последовательные переменные внешних источников или потребителей 

вещества и энергии, примыкающих к узлу j . В системе уравнений (1.63) 

устанавливается связь между параллельными переменными на границах 

элементов и в узлах цепи. 0
nj  и l

nj  – номера узлов, к которым примыкают 

соответственно левая и правая границы n -го элемента. Система уравнений 

(1.64) представляет совокупность математических моделей элементов 

энергетической цепи с распределенными параметрами. 

В качестве примера рассмотрим математическую модель 

энергетической цепи с теплогидравлическими процессами в ее элементах. 

Если энергетический поток n -го элемента вблизи узла с номером j  

характеризуется массовым расходом  t,xMM nn  , полной энергией 

единичной массы  t,xEE nn  , давлением  t,xpp nn   и температурой 

 t,xTT nn  , то балансовые соотношения в узлах представляются системой 

алгебраических уравнений вида 
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а моделям элементов соответствуют уравнения в частных производных (1.51) 

вида: 
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где MEq  ; 
jG  и 

jG  – множества номеров элементов соответственно 

отдающих и потребляющих вещество в j -м узле;  tp~p~ jj   и  tT~T~ jj   – 

узловые давление и температура. 

В случае 0 jM  параметры jM  и jE , которые задаются 

функциями времени  tM j  и  tE j , однозначно характеризуют потоки 

массы и энергии, поступающие в теплогидравлическую цепь. Если 

множество 
jG  является пустым, то в j -м узле могут быть заданы 

параллельные переменные – узловые термодинамические потенциалы jp~  и 

jT~ , которые определяют потоки массы и энергии от внешних источников. 

При относительной малости скоростей потоков, значительно 

меньших скорости звука в веществе, в соотношениях (1.65) ‒ (1.66) 

допускается замена полной энергии E  температурой T  [197]. 

Как правило, энергетические цепи с распределенными параметрами 

неоднородны по элементному составу. Они могут содержать различного рода 

усилители последовательных и параллельных переменных (компрессоры, 

насосы), трансформаторы (теплообменные устройства), аттенюаторы 

(холодильники, аппараты воздушного охлаждения, дроссельные краны). В 

этом случае математическое описание энергетической цепи дополняется 

совокупностью алгебраических и обыкновенных дифференциальных 

уравнений, а также уравнениями в частных производных, учитывающими 

многомерность процессов. Очевидно, принципиальных трудностей 

включения моделей таких элементов в общую модель энергетической цепи 
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вида (1.62) ‒ (1.64) не возникает так, как последняя уже содержит 

выделенные модели элементов вида (1.64). Включаемые модели должны 

быть корректно составлены относительно последовательных и параллельных 

переменных. Кроме того, на границах элементов необходимо согласование 

одноименных переменных. 

Например, обращаясь к двумерной математической модели 

пластинчатого теплообменника вида (1.57), запишем: 
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где 1j , 2j  – номера границ в пластинах, контактирующих с потоками 1M  и 

3M , соответственно;  t,yT j1 ,  t,xT j2  – граничные значения температур 

этих потоков; 10j , 30j  – общее количество границ, выделенных в каждом из 

двух каналов теплоносителей; N  ‒ общее число пластин; xJ  и yJ  ‒ 
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проекция вектора J ;  t,yq j1  и  t,xq j3  – раcпределения тепловых потоков, 

поступающих или покидающих теплообменник на границах 1j  и 3j  его 

элементов; 0x , 0y  – геометрические размеры пластин; 1A  и 2A  – матрицы 

соединений потоков по каналам теплоносителей. 

Анализируя уравнения (1.58) ‒ (1.70), видим, что математические 

модели энергетических цепей представляют собой совокупность 

алгебраических уравнений и дифференциальных уравнений в обыкновенных 

и частных производных, причем последние могут быть многомерными. 

Кроме того, большинство уравнений являются нелинейными. 

 

 

 

1.5.  Задачи анализа энергетических цепей 
 

Все задачи теории электрических цепей делятся на два больших 

класса. Это задачи анализа и синтеза. Анализ включает прямые задачи и 

сводится к расчету токов и напряжений при заданных характеристиках 

элементов цепи, законах изменения действующий источников э.д.с. или т.д.с. 

При синтезе, т.е. при решении обратных задач, осуществляется поиск 

структуры цепи и характеристик ее элементов, для которых распределение 

токов и напряжений и их изменение во времени под действием внешних 

источников будут подчиняться желаемым закономерностям [12, 36, 39, 42, 

170, 176, 177, 198, 241]. 

Так же классифицируются задачи исследования энергетических 

цепей, которые возникают при проектировании и эксплуатации 

энергетических объектов. 

На этапе проектирования анализ энергетических цепей в основном 

сводится к расчету стационарных состояний, определяемых на множестве 



 

60 

характеристик элементов и топологических структур. Критериальные оценки 

состояний позволяют выбрать рациональную структуру, элементный состав, 

конструктивные параметры объекта, определить финансовые издержки на его 

строительство и эксплуатацию [5, 61, 86, 100, 113, 126, 129,157, 173, 205, 214, 

227, 228, 275, 296, 298, 309, 325, 327, 356]. Немногочисленные расчеты 

переходных режимов, выполняемых на этом этапе, используются для 

уточнения прочностных и конструктивных параметров ответственных 

элементов, для определения запаса устойчивости или границ управляемости 

проектируемой энергосистемы. Так, анализ переходных режимов 

электроэнергетических систем позволяет уточнить параметры изоляционных, 

токонесущих, коммутационных и других элементов линий электропередачи, 

мест установки аппаратуры релейной защиты на линиях и т.п. [14, 81 143, 

165]. Проектные расчеты переходных режимов газопроводов выполняются 

совместно с прочностными расчетами труб с целью определения их 

сортамента и необходимых теплоизоляционных покрытий [5, 82, 327]. 

Несмотря на разнообразие задач анализа и синтеза, возникающих на 

этапе проектирования энергетических объектов, они решаются в условиях 

нелимитированного времени компьютерных вычислений. Кроме того, в таких 

условиях используются математические модели энергетических цепей разной 

сложности – нелинейные и линеаризованные, полные и упрощенные. 

Принципиально иная ситуация наблюдается при моделировании 

эксплуатационных режимов энергосистемы. В этом случае потребителем 

информации, получаемой в процессе моделирования, является диспетчерский 

персонал. Необходимость получения информации в текущем или ускоренном 

времени при обеспечении адекватности модели и объекта создает трудности 

решения соответствующих задач на современных вычислительных ресурсах. 

Кроме того, стремление обеспечить адекватность модели и объекта 

стимулирует совершенствование самих моделей, которые становятся 
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нелинейными, учитывающими разнородные физические явления и 

распределенность параметров элементов. 

Возникает множество задач синтеза энергетических цепей: 

идентификация параметров элементов, оценивание текущего состояния 

объекта и распознавание аварийных ситуаций, поиск оптимальных 

управляющих воздействий, а также множество задач анализа: 

прогнозирование технологически допустимых режимов функционирования и 

аварийных ситуаций. При этом задачи анализа и синтеза тесно связаны 

между собой, они становятся и решаются в рамках единого комплекса задач 

моделирования эксплуатационных режимов энергосистем. 

Впервые комплексная постановка и решение задач были 

осуществлены при исследовании электроэнергетических систем [45, 119, 164, 

165, 180, 188, 229, 231, 286, 308]. Однородность физических процессов и 

относительная простота моделей, представляемых алгебраическими и 

обыкновенными дифференциальными уравнениями, способствовали 

созданию автоматизированных средств управления такими системами.  

Достижения последних лет в области создания автоматизированных средств 

управления и опыт эксплуатации этих средств 98 энергообъединениями 20 

стран мира излагаются в работе [308].  

Модель энергообъединения, используемая для анализа текущей 

ситуации, представляет собой электрическую цепь, описываемую с помощью 

переменных, измеримых в узлах и ветвях. Модель состоит из двух частей - 

внутренней, тесно связанной каналами телеметрии с диспетчерским центром, 

и внешней, представляющей сопредельную часть энергообъединения. 

Процесс построения модели показан на рис. 1.7. 

"Типичная периодичность выполнения цикла, т.е. определение 

текущей топологии сети и оценивание ее состояния, составляет 5-10 мин. Тем 

самым через каждые несколько минут становятся доступными новые данные 

об узловых нагрузках системы" [45]. Количество узлов моделируемой сети 
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достигает несколько тысяч, а время решения задач синтеза и анализа весьма 

ограничено. Даже при относительно простых математических моделях в виде 

систем алгебраических или обыкновенных дифференциальных уравнений 

возникают значительные трудности решения задач. Трудности 

преодолеваются благодаря использованию современных численных методов, 

обеспечивающих высокую точность аппроксимации и согласованность 

дискретных уравнений с измеренными данными при эффективном решении 

уравнений на современной вычислительной технике. 

Программа 
определения 

топологии сети

Проверка 
наблюдаемости

Оцениевание 
состояния

Есть ли 
ошибочные 

данные?

Коэффициенты для  
прогнозирования 
узловых нагрузок

Модель 
внешней сети

Штрафные 
коэффициенты

Оперативная 
модель

Да

Нет

Данные 
текущего 
времени

 
Рис. 1.7. Алгоритм построения модели энергообъединения. 

 

Основные принципы построения моделей электроэнергетических 

систем в настоящее время распространяются на другие энергетические 

системы, например, газотранспортные [33, 47-49, 82, 885, 108, 109, 156, 175, 

217, 233, 270, 282, 300, 339] и тепловые [15, 86, 87, 126, 213, 214]. 

Отличительной особенностью математических моделей этих систем является 

наличие большой совокупности уравнений в частных производных, 

описывающих теплогидравлические явления в элементах с распределенными 
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параметрами, например, в трубопроводах. Присутствие указанных элементов 

значительно усложняет задачи анализа и синтеза. 

В настоящее время решения задач синтеза базируется на 

относительно простых математических моделях стационарного течения 

энергоносителей. Однако, особенность управления газотранспортными и 

тепловыми сетями состоит в том, что получаемые диспетчерским персоналом 

измеренные значения имеют смысл лишь в тех случаях, когда они 

обновляются. Это означает, что используемые математические модели в 

каждый момент времени должны отражать текущее состояние сетей. 

Очевидно, в уравнениях вида (1.62) ‒ (1.64) эти требования учтены. В 

отличие от энергетических цепей с сосредоточенными параметрами, где 

адекватность модели и объекта достигается идентификацией коэффициентов 

соответствующих уравнений, в энергетических цепях с распределенными 

параметрами, вместе с идентификацией коэффициентов, необходимо 

оценивать функции граничных условий. В этом заключается сложность 

задачи синтеза энергетической цепи, находящейся в режиме оперативного 

управления.  

Существует большое число аналитических и численных методов 

решения уравнений в частных производных. Это методы прямых, конечных и 

граничных элементов, интегральных преобразований (Лапласа, Фурье, 

Меллина, Бесселя, Гринбергера и др.), разделения переменных Фурье, 

функций Грина, взвешенных невязок (коллокаций, Галеркина, моментов), 

сведения к интегральным и дифференциальным уравнениям (подстановкой 

функциональной зависимости и готовых форм решения) и другие [6, 8, 13, 

17, 21, 31, 32, 38, 40, 53, 63, 64, 82, 108, 125, 128, 141, 142, 153, 171, 197, 207, 

219, 253-257, 260, 270, 282, 305, 314, 325, 340, 343]. Среди них лишь 

незначительная часть пригодна для решения систем уравнений в частных 

производных, определенных на некотором графе. Возможности 

использования этих методов для решения задач оперативного анализа и 
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синтеза энергетических цепей с распределенными параметрами обсуждаются 

в следующем разделе. 
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2. МЕТОДЫ АНАЛИЗА ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ С 

РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

 
 

2.1. Решение уравнений энергетической цепи с 

помощью интегральных преобразований Лапласа и 

Фурье 
 

Интегральные преобразования Лапласа и Фурье являются основой 

построения аналитических и численно-аналитических методов решения 

линейных уравнений в обыкновенных и частных производных [38, 53, 98, 

105, 160]. Эти методы широко используются для анализа переходных 

процессов в электрических [36, 81, 124, 125, 128, 142, 143, 151, 161, 179, 198, 

200, 209, 212], гидравлических [61, 75, 76, 82, 108, 109, 140, 325, 331, 337], 

тепловых [56, 129, 332, 336] и механических [74, 118, 162, 163, 209, 230, 309, 

323] цепях.  

Рассмотрим особенности применения преобразования Лапласа к 

решению систем уравнений вида (1.62) ‒ (1.64). При описании однородных 

физических явлений векторы  t,xnu  и  t,xni  являются одномерными, а 

коэффициенты преобразований последовательных и параллельных 

переменных и их частных производных по t  равны нулю 
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где одномерные вектор-функции представлены соответствующими 

скалярными функциями. 

При неизменных параметрах nr , ng , nL , nC  и заданных начальных 

условиях    xu,xu nn 00  ,    xi,xi nn 00  , систему уравнений в частных 

производных вида (2.2) легко преобразовать к системе обыкновенных 

дифференциальных уравнений вида 
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являются изображения по Лапласу двумерных функций  t,xun ,  t,xin  и их 

частных производных   t/t,xun  ,   .t/t,xin   

Преобразование Лапласа для системы уравнений (2.2) выполняется 

только по независимой переменной t , т.е. по той независимой переменной, 

область определения которой  t0  содержит точку 0t , где решение 

системы уравнений (2.2) известно. Область определения независимой 

переменной x  таких точек не содержит. Поэтому дальнейшее решение 

уравнений (2.3) требует специальных подходов. В частности, 

дифференцированием по x  уравнения (2.3) можно преобразовать к виду 
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Полученные неоднородные уравнения приводятся к однородным. При этом 

начальные условия  xun0  и  xin0  полагаются равными нулю. Решения 

соответствующих однородных уравнений записываются в виде [82, 98, 108, 

124, 143] 
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а постоянные 1nA  и 2nA  определяются граничными условиями. 

Решения неоднородных уравнений (2.6) ‒ (2.7) представляются в 

виде сумм решений однородных уравнений и частных решений 

неоднородных уравнений. Частные решения записывают в виде интегралов 

свертки, содержащих функции Грина [282, 290]. Таким образом, можно 
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Анализ полученных выражений показывает, что соответствующие 

интегралы не могут быть взяты в общем виде. Поэтому такие решения не 

находят практического применения при исследовании энергетических цепей. 

Обычно ограничиваются рассмотрением решений (2.8) ‒ (2.9) [82, 98, 108, 

124, 143]. При этом полагают, что функции  t,xun  и  t,xin  определяют 

отклонения от заданных начальных условий, либо  считают, что 

    000  ,xi,xu nn . Тогда    t,xut,xu nn
  и    t,xit,xi nn

 . 

Полагая заданными граничными условия  s,Un 0  и  s,lU nn , из (2.3), 

(2.8) ‒ (2.9) найдем постоянные 1nA  и 2nA  и запишем выражения для 

последовательных переменных  s,In 0  и  s,lI nn  в виде 
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Найденная операторная форма уравнений в частных производных (1.64) 

используется для формирования системы балансовых уравнений 

энергетической цепи. Система балансовых уравнений составляется 

относительно параллельных узловых переменных, которые, следуя (1.63), 

совпадают с аналогичными переменными на границах элементов цепи. Такое 

формирование уравнений энергетической цепи соответствует формированию 

уравнений электрической цепи по методу узловых потенциалов [36, 39, 42, 

92, 170, 176, 198‒200]. 

В систему балансовых уравнений, кроме уравнений элементов с 

распределенными параметрами, могут быть включены уравнения элементов с 

сосредоточенными параметрами. Например, для цепи, изображенной на рис. 

2.1, система балансовых уравнений имеет вид 
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l3   r3   g3   C3   L3

 
Рис. 2.1. Пример электрической цепи из элементов с распределенными и 

сосредоточенными параметрами 
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где     tusU jj L ,   ti)s(I jj L  ‒ изображения по Лапласу узловых 

параллельных и последовательных переменных, а функции  san  и  sbn  

определяются распределенными параметрами элементов и их 

геометрическими размерами: 
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Коэффициенты уравнений (2.11) являются функциями комплексной 

переменной s , их решение представляет самостоятельный интерес. Так в 

работах [82, 282] описаны алгоритмы матрично-топологического анализа 

цепей с применением теории графов, а в работе [108] приведены алгоритмы 

специальных символьных преобразований. Оба подхода приводят к 

выражениям для функций  s,xUn  и  s,xIn , удовлетворяющим 

интегральным уравнениям (2.4). 

Имеющиеся в настоящее время таблицы соответствий между 

функциями-оригиналами и функциями-изображениями охватывают далеко 

не все необходимые для практики случаи. Поэтому переход от функций 

 s,xUn  и  s,xIn  к функциям  t,xun  и  t,xin  осуществляется приближенно 

с применением численных методов обращения, основанных на вариационных 

принципах и на аппроксимациях функций )s,x(Un  и )s,x(In  степенными 

многочленами Тейлора, Лежандра, Чебышева, Лягерра, 

тригонометрическими полиномами Фурье и другими удобными для 

обращения функциональными зависимостями [98, 153]. В работе [153] 

отмечается некорректность операции обращения и связанная с ней проблема 

построения устойчивых численных методов обращения с равномерной 

сходимостью к искомым функциям. 

Обратимся теперь к интегральным преобразованиям Фурье, которые 

широко используются при исследовании тепловых процессов. В предыдущей 

главе отмечалось, что тепловые цепи не содержат индуктивных элементов, 

т.е. 0nL . С учетом этого обстоятельства, а также полагая 0ng , и 

опуская индекс n , запишем систему уравнений (2.2) в виде 

 
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 
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t,xir

t,xi
t,xu

x
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


 ,    (2.12) 

где 
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t
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

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21 .     (2.13) 

Пусть это простейшее уравнение теплопроводности описывает процессы в 

цепи состоящей из одного элемента бесконечной протяженности 

(  x ). Если в момент времени 0t  (  t0 ) определена функция 

 0,xu , то решение уравнения (2.13) можно получить, применяя 

интегральные преобразования Фурье. 

Полагая, что функция  t,xf  удовлетворяет условиям Дирихле, 

запишем преобразования Фурье в виде [154] 
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  F .  (2.15) 

Так как функция  t,xu , удовлетворяющая уравнению (2.13) и 

начальному условию  0,xu , определена в области   ,  пространственной 

переменной x , то преобразования (2.14) ‒ (2.15) применимы к уравнению 

(2.13). Сделав это, получим 
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В случае ограниченной области определения независимой 

переменной x , например, lx 0 , применяются конечные синус- или 

косинус-преобразования Фурье, а функция  t,xu  представляется по x  

соответствующими рядами Фурье [282]. При этом заданные граничные 

условия определяют ту или иную форму разложения  t,xu  в ряд. 

Сопостовляя изложенные выше методы анализа энергетических 

цепей, можно сделать следующие выводы. Интегральные преобразования 

Фурье, выполняемые по пространственной координате x , применимы к 

отдельно взятым элементам цепи и не распространяются на цепи, 

содержащие несколько элементов и имеющие внутренние узлы. 

Интегральные преобразования Лапласа, преобразующие уравнения в частных 

производных по временной координате t , приводят к алгебраическим 

операторным выражениям, удобным для формирования уравнений 

энергетической цепи в целом. 

Общий недостаток методов, основанных на интегральных 

преобразованиях, состоит в том, что они применимы для анализа только 

линейных цепей. Кроме того, выше мы ограничились рассмотрением случая, 

когда уравнения (2.2) элементов цепи описывают однородные физические 

явления и содержат одномерные последовательные и параллельные 

переменные. В случае неоднородности физических явлений, 

соответствующие переменные становятся векторными и объединяются 

уравнениями вида (1.64). Аналитические решения таких уравнений, даже 

после их преобразования по координате t , могут оказаться недоступными из-

за большой размерности. 

Очевидно, для анализа более сложных линейных и нелинейных 

энергетических цепей необходимо обращаться к численным методам. 
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2.2. Численные методы расчета 
 

В настоящее время метод сеток является наиболее употребительным 

при численном решении уравнений в частных производных. Решение с его 

помощью осуществляется в три этапа. Первый этап связан с построением 

разностной сетки ‒ конечного дискретного множества точек. На втором ‒ 

осуществляется аппроксимация дифференциальных операторов, 

действующих в исходной непрерывной области, разностными операторами, 

действующими в сеточной области. Здесь же аппроксимируются граничные 

условия. В результате составляется система алгебраических уравнений, число 

которых определяется числом узлов сетки. На третьем этапе осуществляется 

решение полученной системы уравнений. 

Выбранная аппроксимация операторов и граничных условий 

обусловливает не только характер методической погрешности численной 

схемы, но и трудности решения дискретных уравнений. Если для вычисления 

производных по пространственным координатам берутся известные значения 

переменных с предыдущих временных слоев, а производные по временной 

координате определяются значения переменных, взятых с текущего и 

предшествующих временных слоев, то такая аппроксимация производных 

приводят к явным численным схемам. Их основное достоинство проявляется 

в эффективно реализуемых на вычислительных ресурсах рекуррентных 

алгоритмах решения дискретных уравнений. Недостаток заключается в 

существенном ограничении шага дискретизации по временной координате, 

определяемом условиями Куранта для области устойчивости этих схем 

t

x

h
haC   ,      (2.17) 
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где C  ‒ предельная скорость распространения возмущений в среде, 

например, скорость звука в газе; xh  и th  ‒ шаги дискретизации задачи по 

координатам x  и t  соответственно; 0a  ‒ некоторый коэффициент, 

который в зависимости от модификации явной схемы (двухслойная, 

трехслойная схемы, схема Лакса, "чехарда" или схема Лакса-Вендрофа и 

другие) может принимать разные численные значения [8, 71, 122, 172, 219, 

222, 254, 260]. В ряде случаев коэффициент a  равен единице. 

Ограничение (2.17) не позволяет получить с помощью явных 

численных схем решение системы уравнений (1.62) ‒ (1.64) для 

стационарного режима. Этот режим удается воспроизвести лишь 

приближенно, решая нестационарную задачу до установления процесса. 

Такой подход приводит к значитеьным затратам машинного времени и 

является неэффективным. 

Более эффективными оказываются методы, основанные на 

применении неявных разностных схем [47, 48, 49, 54, 55, 63, 64, 156, 197, 233, 

234, 269, 270]. Здесь аппроксимация производных и граничных условий 

осуществляется таким образом, что все переменные текущего временного 

слоя объединяются в единую систему алгебраических уравнений. В 

результате значительно возрастают вычислительные затраты на решение 

дискретных уравнений большой размерности. Однако такие затраты 

оказываются оправданными, поскольку неявные разностные схемы 

обеспечивают устойчивость вычислений при различных соотношениях шагов 

дискретизации xh  и th . В частности, при th , т.е. полагая производные 

по временной координате равными нулю, имеем решение стационарной 

задачи [156, 269, 270]. 

В работах [63, 64, 156] при моделировании теплогидравлических 

процессов в газотранспортных системах, гидравлических явлений в 

устройствах пневмотранспорта и в руслах рек частные производные 
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аппроксимируются направленными разностями по временной координате t  и 

центральными разностями по пространственной координате x . Например, 

для системы уравнений (1.64) такая аппроксимация производных имеет вид 
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где xhx   ; tht   ; ,,10 ; 121  n,,,   ; ( xnn h/l ). В 

граничных узлах используются направленные разности 
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В результате такой аппроксимации производных система уравнений (1.64) 

представляется в виде 
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при   .N,n,...;, 110       (2.22) 

Здесь параметры   и   указывают на то, что соответсвующие подсистемы 

системы уравнений (2.22) аппроксимируют те уравнения системы (1.64), 

которые соответствуют характеристическим направлениям, приходящим на 

границу области определения x  [197, 260]. В частности, если 

последовательные переменные на границах удовлетворяют условиям 

  0t,n 0i  и   0t,lnni , где вектор 0  составлен из нулевых элементов, то в 

указанных подсистемах вычеркивается верхняя половина строк. При этом 

параметры 


 и 


 принимают целочисленные значения от единицы до 

значения размерности векторов  t,xni  и  t,xnu . 

Одновременно с дискретизацией уравнений элементов (1.64) 

осуществляется дискретизация узловых уравнений цепи (1.62) ‒ (1.63). В 

результате имеем 
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Система дискретных уравнений (2.22) ‒ (2.24) имеет большую 

размерность, поскольку объединяет как «внешние» узловые переменные, так 

и «внутренние» переменные элементов энергетической цепи. В качестве 

примера на рис. 2.2 представлена структура матрицы алгебраизованной 

модели газотранспортной сети, изображенной на рис. 2.3. Пример взят из 

работы [156]. 
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Рис. 2.2. Структура матрицы алгебраической модели магистрального 

газопровода. 
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Рис. 2.3. Схема магистрального газопровода 

 

Сама по себе большая размерность не создает принципиальных 

трудностей на пути разработки эффективных алгоритмов решения системы 

алгебраических уравнений [97, 223, 334]. Однако, в случае моделирования 
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энергетических цепей такие препятствия возникают из-за плохой 

обусловленности системы, вызванной разнообразием учитываемых 

физических явлений, различия скоростей протекания процессов и 

существенного разброса значений коэффициентов уравнений, отражающих 

различные физические законы. 

Исследования показывают, что число обусловленности 

алгебраических систем уравнений увеличивается при увеличении числа N  ‒ 

общего количества элементов, учитываемых в модели (2.22) ‒ (2.24) 

энергетической цепи. Если количество элементов не превышает трех-десяти, 

то вычисления устойчивы. В противном случае имеет место 

неконтролируемый рост вычислительной погрешности. 

Неустойчивость вычислений исчезает при использовании «системы 

граничных условий», которая вытекает из разностных уравнений (2.22). 

«Цель построения этой системы граничных условий заключается в том, 

чтобы, во-первых, выразить неизвестные параметры потока на концах 

отрезков через параметры в вершине и, во-вторых, исключить эти 

неизвестные на концах отрезков из балансовых соотношений» [197, стр.55]. 

В нашем случае параметры потока представляются векторами  t,xnu , и 

 t,xni , а параметры в вершинах ‒ векторами  tju  и  tji . 

Для исключения неизвестных во внутренних узлах разностной сетки в 

работах [63, 64, 197] предлагается модифицированный метод прогонки. 

Метод рассматривается применительно к уравнениям одномерного 

нестационарного течения газа в трубах, где неизвестными являются функции 

массового расхода  ,t,xM n  давления  t,xpn  и температуры  t,xTn . В 

результате применения метода к системе дискретных уравнений газовой 

динамики, подобной системе уравнений (2.22), для n -го элемента можно 

получить систему связи граничных параметров в виде 



79 

 
 

 
 

 
  2

1

2221

1211

2221

1211

0
00

c
c

t,lT
t,lp

bb
bb

t,T
t,p

aa
aa

t,lM
t,M

nn

nn

n

n

nn

n 










 .  (2.25) 

Если 00 )t,(M  , то к уравнениям (2.25) добавляется уравнение 

        3131211 00 ct,lTdt,lpdt,pdt,T nnnnnn   ,    (2.26) 

если 0)t,l(M nn , то добавляется уравнение 

      .ct,Tdt,lpdt,pd)t,l(T nnnnnn 4232221 00     (2.27) 

Поскольку уравнения (2.25) ‒ (2.26) получены в результате тождественных 

преобразований дискретных уравнений элементов, то вместе с уравнениями 

(1.65) ‒ (1.66) они образуют замкнутую систему, в которой неизвестными 

являются узловые и граничные параметры газового потока. Для решения 

таких систем в работе [197] предлагаются различные итерационные 

процедуры эффективно реализуемые на вычислительных ресурсах.  

Соотношение (2.25) сопоставимо с операторным соотношением 

(2.10). Здесь последовательные переменные на границах  t,M n 0  и 

 t,lM nn  выражены через параллельные переменные  t,pn 0 ,  t,Tn 0  и 

 t,lp nn ,  t,lT nn  в тех же точках пространства. Отличие состоит в том, что 

не все указанные параллельные переменные тождественны узловым 

переменным, и поэтому из соотношений (2.25) непосредственно нельзя 

сформировать систему балансовых уравнений энергетической цепи подобно 

тому, как это осуществляется в операторных методах на основе 

интегральных преобразований Лапласа. 

Метод матричной прогонки с параметрами, исключающий 

«внутренние» неизвестные элементов энергетической цепи, ориентирован на 

одномерные уравнения. Он не может быть использован в случае 

многомерных уравнений, которыми описываются, например, пластинчатые 

теплообменники, поскольку матрицы соответствующих дискретных 

уравнений не имеют трехдиагональной структуры. 
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Рассмотренные неявные разностные схемы обеспечивают 

устойчивость вычислений при различных шагах дискретизации 

пространственных и временных независимых переменных, но обладают 

низкой аппроксимационной точностью, что ограничивает возможности 

интегрирования уравнений в частных производных с большими шагами 

дискретизации [156, 197]. 

Существенное повышение аппроксимационной точности 

обеспечивают методы, основанные на дифференциальных и локально-

интегральных преобразованиях, а также на основе преобразований Лагранжа. 

 

 

 

2.3. Дифференциальные преобразования и их 

применение к анализу энергетических цепей 
 

Дифференциальные преобразования основаны на возможности 

представления аналитической функции )t(f  рядом Тейлора [238‒240, 

243‒244]. При этом формулы прямого и обратного преобразований имеют 

вид соответственно 

    ,
dt

tfdt,F
tt 0

0












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 


     (2.28) 

      ,
!
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k

k 







0

0
0






    (2.29) 

где  0t,F   ‒ тейлоровское изображение функции  tf  в точке 0t , 

представляющее собой функцию целочисленного аргумента  . 

В случае функции двух переменных  t,xf  прямое и обратное 

преобразования представляются выражениями 
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Дифференциальные преобразования одномерных функций широко 

используются при решении задач Коши. 

Например, для линейной системы уравнений с постоянными 

коэффициентами 

     tfta
dt

td  ww       (2.32) 

c начальными условиями   00 ww t , используя преобразование (2.28), 

найдем 

     0001 t,t,at,  FWW  .   (2.33) 

Учитывая начальные условия, имеем простую рекуррентную процедуру 

вычисления составляющих изображения  0t,W  искомой вектор-функции 

 tw : 

 
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  (2.34) 

Применив обратное преобразование (2.29) к найденному изображению 

 0t,W , найдем 

     





k

!
ttt,t~

0

0
0






Ww ,     (2.35) 

где  t~w  аппроксимирует функцию  tw . 

Описанная процедура реализует численно-аналитический метод 

решения задачи (2.32) и относится к классу явных T-методов [244]. 
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Характерной особенностью аппроксимации функций степенными 

многочленами вида (2.35) является монотонная зависимость погрешности от 

величины  0tt  , причем пропорционально величине   1
0

 ktt  [32]. Для 

устранения таких явлений в работах [239, 244] предлагаются другие способы 

аппроксимации функций, не использующие многочлены Тейлора в обратном 

преобразовании и названные преобразованиями нетейлоровского типа. Здесь, 

вместо аппроксимирующей функции (2.35), используются дробно-

рациональные функции, тригонометрические полиномы, многочлены 

Лагерра, Чебышева, Якоби и разные комбинации этих и других функций. 

Выбор функциональных зависимостей определяется априорной информацией 

о характере решений. В частности, выбор дробно-рациональной функции 

определяется поведением решений при t , когда решения 

представляются в виде 

,kql,
tt

tt)t(w~ q
q

l
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
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    (2.36) 

где  tw~  ‒  -й элемент вектора )t(~w . Неопределенные коэффициенты   и 

  находятся путем перехода к изображениям и сопоставления значений 

 0t,
~ W  с соответствующими значениями элементов векторов  0t,W , 

найденными по формулам (2.34). 

Численно-аналитические методы, построенные таким образом, 

оказываются эффективными для линейных и нелинейных задач Коши. 

Однако они не могут быть использованы при решении краевых задач, т.е. в 

тех случаях, когда условия, дополняющие дифференциальные уравнения, не 

могут быть заданы при одном значении аргумента. 

Действительно, обращаясь к уравнениям (2.2) энергетической цепи с 

распределенными параметрами и переходя от них согласно (2.30) к 

изображениям, найдем 
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Для заданных начальных условий  0t,xun  и  0t,xin  имеем  000 t,x,,Un   и 

 000 t,x,,In  . Граничные функции  t,un 0 ,  t,in 0  и  t,lu nn ,  t,li nn , 

удовлетворяющие условиям (1.62) ‒ (1.63), имеют изображения  000 t,,,Un  , 

 000 t,,,In   и  00 tl,,U nn  ,  00 t,l,,I nn  , которые удовлетворяют условиям 
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Система дискретных уравнений (2.37) ‒ (2.39) не может быть решена 

непосредственно, как это было сделано при решении уравнения (2.33) для 

задачи Коши. Здесь недостает связей между изображениями функций  t,xun  

и  t,xin , найденными в точках  00 t,x ,  00 t,  и  0t,ln . Такие связи можно 

установить, используя обратное преобразование (2.31). Тогда 
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Эти соотношения позволяют преобразовать систему дискретных 

уравнений (2.37) ‒ (2.39) к такому виду, когда неизвестными являются 

дискреты      .k,t,x,,I,t,x,,U nn 00000     

В отличие от рассмотренных выше численных методов 

алгебраизации уравнений энергетической цепи, численно-аналитические 

методы, основанные на дифференциальных преобразованиях (2.28) ‒ (2.31), 

Обеспечивает высокую точность аппроксимации уравнений. Численные 

схемы для решения задачи Коши (2.32) и для решения уравнений в частных 

производных (2.2) имеют порядок точности k . Однако, такие схемы 

являются явными и имеют тот же недостаток, что и явные 

конечноразностные схемы ‒ они неустойчивы при больших шагах 

дискретизации временной координаты. Попытка же использовать неявные Т-

методы, предпринятая в работах [48, 156], натолкнулись на значительные 

трудности при их компьютерной реализации, особенно в случаях, когда 

системы уравнений (2.2) оказываются нелинейными. Такие методы 

порождают алгебраические системы большой размерности с практически 

полностью заполненными матрицами. Многократное решение 

алгебраических систем большой размерности в задачах оперативного 

управления требует недопустимо больших вычислительных затрат. Кроме 

того, жесткие условия (2.38) ‒ (2.39) сопряжения тейлоровских изображений 

неизвестных на границах элементов и в узлах цепи выполнимы для конечных 

значений соответствующих частных производных. В задачах моделирования 

энергетических цепей это требование в ряде случаев не выполняется, 

например, при различного рода коммутациях, связанных с подключением ‒ 

отключением элементов, а также при скачкообразном характере изменений 

граничных условий цепи. 

В силу указанных причин дифференциальные преобразования 

уравнений вида (2.2) осуществляются по временной координате t , а по 
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пространственной координате x  используются конечноразностные методы 

аппроксимации [244]. В частности, после дискретизации уравнений (2.2) по 

x  и аппроксимации соответствующих частных производных центральными и 

направленными разностями (2.19) ‒ (2.21), запишем 
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где xm mhx  ; 11  M,m ; M/ih nx  ; параметры   и   определяются 

характеристическими направлениями на границах n -го элемента цепи и 

указывают на удаляемые строки в соответствующих равенствах, так же как в 

равенствах (2.22). 

Уравнения (2.44) ‒ (2.46), вместе с уравнениями (2.38) ‒ (2.39), при 

заданных начальных условиях представляют собой задачу Коши. Ее решение 

осуществляется с помощью дифференциальных преобразований вида (2.28) ‒ 

(2.29) аналогично решению задачи Коши вида (2.32). 

К сожалению такой подход к решению уравнений (1.62) ‒ (1.64) по-

прежнему требует ограниченности производных на границах элементов и в 
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узлах цепи. Кроме того, применение высокоточных методов аппроксимации 

производных по одной независимой переменной t  в сочетании с грубой 

аппроксимацией производных по другой независимой переменной x  не 

может приводить к существенному повышению точности решения задачи. 

 

 

 

2.4. Преобразования Лагранжа 
 

В 50-х годах проблемы нелинейной электротехники определили 

разработку точечного исчисления [167, 236-237, 240‒241, 284]. Тогда 

впервые была реализована идея о возможности представления функций 

некоторым набором чисел, а операторов дифференцирования и 

интегрирования ‒ соответствующими матрицами. 

В точечном исчислении рассматривались такие функции  tf , 

которые можно представить на отрезке  T,0  суммой некоторых известных 

функций  t  в виде  

   



k

ttf
0

 ,      T,t 0 ,    (2.47) 

где   ‒ весовые коэффициенты. В работах [42, 44, 201, 241] в качестве 

функций  t  использовались степенные и тригонометрические функции. 

Рассмотрим случай, когда 

         
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



2
2 ,  (2.48) 

где k/Th  . Тогда функция (2.47) является интерполяционной формулой 

Лагранжа. На ее основе легко построить прямое преобразование 
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и обратное преобразование 
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 ,    (2.50) 

которые будем называть преобразованиями Лагранжа. 

Если множество значений функции  F  целочисленного аргумента 

  представить в виде вектора 

T)T(f)h(f)(f 0F ,   (2.51) 

то получим изображение по Лагранжу функции ).t(f  

Дифференцируя выражение (2.47) по переменной t  и переходя к 

изображениям, последовательно найдем 
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tdfty
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 FY kД ,    (2.53) 

где  kД  ‒ матрица дифференцирования 
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Матрицы дифференцирования могут быть также построены на 

основе известных формул численного дифференцирования [240]. 

При построении матричных операторов интегрирования обращаются 

к соотношению 

         
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
t k t

dFdfty
0 0 0

  .   (2.55)  



 

88 

Откуда 

 FY kИ ,     (2.56) 

где  kИ  ‒ искомая матрица интегрирования: 
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При одинаковых значениях параметра k  операторы интегрирования 

и дифференцирования лагранжевых изображений не являются 

взаимообратными. Поэтому, применяя их к решению одного и того же 

дифференциального уравнения, можно получить различные результаты [241]. 

Алгебраизация уравнений в частных производных с помощью 

преобразований Лагранжа может осуществляться в различных вариантах 

[240]. 

Рассмотрим вариант, при котором сначала осуществляется 

дискретизация пространственной координаты x  с аппроксимацией 

соответствующих частных производных конечными разностями. При этом 

уравнения (2.2) преобразуются в уравнения (2.44) ‒ (2.46). Полученные 

обыкновенные дифференциальные уравнения алгебраизуются с помощью 

преобразований Лагранжа. В результате преобразований имеем 
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где 11  M,m ;  mn xU  и  mn xI  ‒ изображения по Лагранжу функций 

 t,xu mn  и  t,xi mn , взятые по координате t ;  kД t  ‒ матричные операторы 

дифференцирования по t ; N,n 1 . 

Применив преобразование Лагранжа к граничным условиям (1.62) ‒ 

(1.63), для одномерных векторов последовательных и параллельных 

переменных найдем 
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где jI  и jU  ‒ изображения по Лагранжу функций  ti j  и  tu j , а матрица 

LA  отличается от матрицы A  тем, что состоит из матричных элементов, 

полученных из соответствующих элементов матрицы A  путем их 

умножения на единичную матрицу размерности    11  kk  . 

В замкнутой системе уравнений (2.58) ‒ (2.61) оказываются 

неучтенными начальные условия, что является следствием применения 

преобразований Лагранжа по независимой переменной t . Для учета 

начальных условий в работах [240‒241] предлагается два подхода. Первый ‒ 

связан с применением методов минимизации невязок, например, метода 

наименьших квадратов. Второй подход состоит в использовании матричных 

операторов интегрирования  kИ  для алгебраизации уравнений, 

предварительно записанных в интегральной форме. Тогда начальные условия 

учитываются естественным образом при аппроксимации операторов 

интегрирования. 

Применение преобразований Лагранжа по координате t  приводит к 

неявным численным схемам, которые отличаются от традиционных схем тем, 

что имеют высокую точность аппроксимации соответствующих частных 

производных. При этом в  1k  раз увеличивается размерность дискретных 

систем уравнений. Отсюда следуют трудности реализации таких методов, 

аналогичные неявным схемам для тейлоровских преобразований. Отличие от 

последних заключается в отсутствии производных в граничных условиях 

(2.61) для лангранжевых изображений.  
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Использование преобразований Лагранжа для дискретизации 

уравнений (1.64) по пространственной координате x  не представляется 

возможным, поскольку соответствующие матричные операторы не 

позволяют учитывать граничные условия (1.62) ‒ (1.63), которые должны 

выполняться точно, а не в смысле средних квадратов. 

Отмеченные выше трудности использования преобразований 

Лагранжа для алгебраизации уравнений энергетической цепи в значительной 

мере устраняются, если обратиться к локально-интегральным 

преобразованиям. 

 

 

 

2.5. Анализ энергетических цепей с помощью 

локально-интегральных преобразований 
 

Локально-интегральные преобразования кусочно-непрерывной 

функции )t(f основаны на соотношениях [26‒31]  
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где  T,t 0 ; 
0

Tht  ; 
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Если интервал осреднения tth  не совпадает с шагом дискретизации 

th , выражение (2.62) имеет вид [29‒31] 
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Операторы интегрирования и дифференцированная в области 

изображений представляются матрицами, элементы которых, как и 

изображения  F , зависят от величины параметра осреднения t . При 

решении задачи Коши в каждой строке алгебраизованного уравнения 

реализуется многошаговая численная схема [29]. В частности, при 0t  и 

1t  реализуются численные схемы, соответственно, методов Гира и 

методов Адамса. Методы Гира, уступая методам Адамса в точности, 

обладают абсолютной устойчивостью и предназначены для решения жестких 

уравнений [249, 287, 334]. Если 10  t , то соответствующие численные 

схемы отличаются от схем методов Гира и Адамса. 

Указанные особенности численных схем, основанных на локально-

интегральных преобразованиях, сохраняются при решении уравнений в 

частных производных. В этом случае осуществляется покоординатное 

преобразование функций. Тогда характеристики численных схем решения 

уравнений в частных производных будут зависеть от значений параметров 

покоординатного осреднения t  и x . 

Пусть функция  t,xf  определена на множестве значений  T,t 0  и 

 nl,x 0 . Тогда ее средними значениями будут 
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Средние значения можно находить путем покоординатных преобразований 
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В работах [30, 270] локально-интегральные преобразования (2.67) ‒ 

(2.68) использованы для построения параметрических численных схем 

решения одномерных уравнений нестационарного неизотермического 

течения газа в трубах. 

Воспользуемся преобразованиями (2.67) ‒ (2.68) для алгебраизации 

системы уравнений (2.2) энергетической цепи. 

На первом этапе преобразований решим систему уравнений 
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или 
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Используя выражение (2.67), запишем уравнение (2.70) в виде  
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Аппроксимируя по t  функции  t,xun  и  t,xin  интерполяционными 

полиномами Ньютона k -го порядка с интерполяцией назад, преобразуем 

уравнение (2.71) к виду 

       tn
tn

tnnttn h,x
x

h,xh,xAb~hh,x  γwww 








 0 ,  (2.74)  

где 

       
 


















k

q

ttn
nttnnqtttnqtn x

qhh,xBqhh,xAb~hqhh,xa~h,x
1

 wwwγ . 

Фиксируя x , отметим, что уравнение (2.74) определяет параметрическую 

многошаговую схему для координаты t . Эта схема по форме совпадает с 

многошаговой схемой, используемой в работе [29] для решения задачи Коши. 

При 11  k  соотношение (2.74) реализуется путем последовательного 

увеличения вместе с номером   значения параметра k , начиная с 1k . 

Такая процедура определяет начало таблицы многошаговой схемы. 

Весовые коэффициенты qa~  и qb~  являются функциями параметра 

осреднения t . Покажем это на примере, выбрав интерполяцию 2-го порядка 

с узлами ,ht t     ,ht t11      .ht t22    В этом случае для любой 

непрерывной функции  t,xf  можно записать  

            12

2

21 
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
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3
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
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

  , (2.75) 
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2
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


 ,   (2.76) 
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где      1  t,xft,xft,xf ,      1
2

  t,xft,xft,xf . Учитывая 

(2.75) ‒ (2.76), представим уравнение (2.74) в виде  
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Отсюда, после перегруппировки членов и их умножения на 

коэффициент  tth 32 , получим 

     

   
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где 
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Зависимость коэффициентов qa~  и qb~  от параметра осреднения t  

можно использовать при адаптации численной схемы к решаемой задаче. 

Таким образом, на первом этапе преобразования система уравнений 

(2.2) аппроксимируется обыкновенными дифференциальными уравнениями 
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(2.74) с граничными условиями (1.62) ‒ (1.63). При этом точность 

аппроксимации имеет k -й порядок. 

На втором этапе система уравнений (2.74) переводится в область 

изображений преобразованием вида (2.68) по пространственной координате 

x . С этой целью уравнение (2.74) решается относительно производной 

   

          tnnottntnnttn
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  (2.77) 

и записывается в области изображений дважды 
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











yw  (2.79) 

Соотношения (2.78) и (2.79) аппроксимируют краевую задачу (2.77) внутри 

интервала  nl,0  так, что выражение (2.78) связано с правой границей, а 

выражение (2.79) ‒ с левой. 

Используя интерполяционные полиномы Ньютона первого порядка с 

интерполяцией назад и вперед для представления функций  tn h,x w  и 

 tn h,x y  и суммируя равенства (2.78) и (2.79) при одинаковых индексах   и 

~ , получаем систему алгебраических уравнений 
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 (2.80) 

где N,n 1 ; 11 0   , ; ,...,21  

При 0x  система уравнений (2.80) определяет центрально-

разностную аппроксимацию уравнения (2.74). При 1x  на границах 

аппроксимация более высокого порядка, поскольку осреднение в правой 

части первого и последнего равенств системы (2.80) осуществляется по 

методу трапеций. Если же 32x , то аппроксимация внутри интервала 

 nl,0  соответствует формуле Симпсона, имеющей четвертый порядок 

точности. 

Таким образом, в результате покоординатного преобразования 

системы уравнений (2.69), в области изображений можно получить 

численные схемы, свойства которых определяются параметрами осреднения 

t  и x . 

Дискретная модель элементов энергетической цепи вида (2.80) 

является линейной, поскольку получена в предположении неизменности 

параметров nr , ng , nL , nC . В работе [30] применен тот же способ для 

дискретизации нелинейных уравнений нестационарного неизотермического 
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течения газа в трубах, где последовательные и параллельные переменные 

 t,xni  и  t,xnu  являются двумерными векторами. 

Получаемые при этом системы алгебраических уравнений имеют 

большую размерность, а матрицы ‒ трехдиагональную структуру. В работе 

[270] описан модифицированный метод матричной прогонки с параметрами, 

исключающий внутренние неизвестные в таких системах. Там же показано, 

как выделением последовательных и параллельных переменных на границах 

элементов цепи дискретные уравнения типа (2.80) преобразуются к виду 
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   

 
 

 
  ,
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tnn

tn

nn

nn

tnn

tn
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2212
21110
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
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


u
u

i
i

   (2.81) 

где матрицы  11,Gn ,  21,Gn ,  12,Gn ,  22,Gn  и векторы  1nV ,  2nV  

вычисляются в ходе преобразований. 

Уравнение (2.81) подобно уравнению (2.10), полученному с 

помощью преобразований Лапласа. Отличием уравнения (2.81) является то, 

что оно содержит численные операторы и называется численным 

операторным уравнением элементов энергетической цепи. 

С помощью операторных уравнений (2.81) легко формируется 

система балансовых уравнений в узлах расчетной схемы цепи [272]. Она 

отличается от исходной дискретной системы уравнений небольшой 

размерностью и простотой программной реализации. Ее решение 

осуществляется эффективным методом блочной LU -факторизации. 

Описанные выше методы и алгоритмы использованы в программных 

комплексах моделирования стационарных и нестационарных режимов 

магистральных газопроводов [233, 272]. 

К недостаткам численных методов, основанных на локально-

интегральных преобразованиях, следует отнести трудности учета начальных 

и граничных условий, характерные для всех многошаговых численных схем. 

В силу этого имеет место низкая аппроксимационная точность решения 
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уравнений энергетических цепей с переменной топологией и скачкообразным 

изменением граничных условий. Кроме того, покоординатное 

преобразование многомерных функций может быть использовано только в 

случае прямоугольной области определения. Если же элемент 

энергетической цепи имеет плоскую или объемную непрямоугольную форму, 

то такие преобразования соответствующих уравнений и функций 

неприменимы. 

 

 

 

2.6. Основные требования к методам исследования 

энергетических цепей на вычислительных ресурсах 
 

Возможности рассмотренных в этой главе анализа энергетических 

цепей с распределенными параметрами систематизированы в таблице 2.1. 

Основные требования, предъявляемые к методам анализа, можно 

объединить в три группы.  

Требования первой группы вытекает из рассмотренных в первой 

главе математических моделей элементов энергетических цепей. Эти 

требования связаны с необходимостью обеспечения высокой 

аппороксимационной точности при алгебраизации нелинейных уравнений в 

частных производных с различными по форме областями определения 

решений.  

Требования второй группы связаны с необходимостью объединения 

разнородных математических моделей элементов в модель энергетической 

цепи. Здесь необходимы методы и специальные алгоритмы преобразования 

сложных математических моделей элементов к простому операторному виду, 

где последовательные переменные на границах элементов выражаются через 

параллельные переменные в узлах цепи. 
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Таблица 2.1. 
Свойства методов решения задач моделирования энергетических цепей 

Свойство 

Методы решения задач моделирования цепей 
численные, 

основанные на 
разностных 

схемах: 

чи
сл

ен
но

-а
на

ли
ти

че
ск

ие
, 

ос
но

ва
нн

ы
е 

на
 

пр
ео

бр
аз

ов
ан

ия
х 

Л
ап

ла
са

 

численные операторные , 
основанные на 

преобразованиях: 

яв
ны

х 

не
яв

ны
х 

Л
аг

ра
нж

а 

ди
фф

ер
ен

-
ци

ал
ьн

ы
х 

ло
ка

ль
но

-
ин

те
гр

ал
ьн

ы
х 

Решение 
нелинейных 
уравнений 

да да нет да да да 

Получение 
негладких 
решений  

да да да да нет да 

Порядок 
аппроксимациии 
решений по 
времени 

низкий низкий 

вы
со

ки
й 

вы
со

ки
й 

вы
со

ки
й 

вы
со

ки
й 

Порядок 
аппроксимациии 
решений по 
пространству 

низкий низкий 

метод 
не 

приме-
няется 

низкий 

метод 
не 

приме-
няется 

низкий 

Разнообразие 
форм области 
решений 

да да да да да нет 

Формирование 
операторных 
уравнений 
элементов цепи 

нет нет да да да да 

Сложность 
программной 
реализации 

нет да нет да нет да 

Вычислительная 
сложность нет нет нет да нет нет 
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Требования третьей группы обусловлены необходимостью решения 

задач моделирования энергетических цепей для служб оперативного 

управления. Сюда относятся требования о негладкости граничных условий, 

обусловленной коммутациями в цепи и резкими изменениями режимных 

параметров, а также требования по быстродействию и к занимаемой 

оперативной памяти. 

Сравнительный анализ показывает, что ни один из рассмотренных 

выше численных и численно-аналитических методов в полном объеме не 

удовлетворяет этим требованиям. Здесь нужны специальные численные 

операторные методы, сочетающие возможности численных методов 

алгебраизации сложных уравнений элементов и возможности операторных 

методов Лапласа для преобразования алгебраизованных уравнений и 

составления уравнений цепи в целом. Ниже рассматриваются преобразования 

Ньютона, порождающие такие методы. 
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3. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ НЬЮТОНА 
 

3.1. Прямое и обратное преобразования одномерных 

функций 
 

Если в основе дифференциальных преобразований аналитической 

функции  tx  лежит ряд Тейлора вида  

     





k

i
Tk

t,i,ilimtx
0

 TX ,   (3.1) 

где 

   


















t

i

i

T dt
txd,iX ,     (3.2) 

   
!i

tt,i
i 

T ,    (3.3) 

то в основе N преобразований аналитической и целой функции  tx  лежит 

ряд Ньютона вида 

     





k

i
Nk

h,t,ih,,ilimtx
0

 NX ,   (3.4) 

где 

   


















t

i

i

N tx
h

h,,iX ,     (3.5) 

      
!i

hihthtth,t,i 


 N .  (3.6) 
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  ‒ разностный оператор: )ht(x)t(x)t(x  ,      htxtxtx 2 , 

…,      htxtxtx kkk   11  [13, 17, 32]. 

Формулы (3.4) и (3.5) как формулы (3.1) и (3.2), связывают 

множество коэффициентов    ,ih,,iN 1X  или, соответственно, 

   ,i,iT 1X  с функцией  tx , порождая прямое и обратное 

преобразования. 

Получим изображения некоторых элементарных функций. С этой 

целью введем обозначение для прямого и обратного преобразований  

   
   .

,
1 tx

h,,ix

N

N




 X

X

N
N 

      (3.7) 

Подставив в первое из выражений (3.5) функцию   constctx  , найдем 

 











.i,
,i,c

c
h

c i

i

10
0N       

Если   tetx  , то 

 

















 















 


.11
,0

i,e
h
e

i,e
e

h
e h

t

t
i

i
t








N    

Для   tctx   имеем 

 

















 















 


.i,c

h
c

,i,c
c

h
c h

t

t
i

i
t

11
0







N    

В случае   lttx  , где l  – целое число, последовательно находим 

 


























 ,i,

,i,
,i,

t
h

t
t

i

i

20
11
0



N      
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 































,,
,i,
,i,h
,i

t
h

t

,

t
i

i

310
22
12
02

22 




N     

 
































,li,
,li,!l

,li,
,i,

t
h

t i

l

t

l
i

i
l

10

11
0






N     

где 

     

      

 

    

.

11

11

11

1

11

1

2

2

1

1

111111

1

1

1 2

21111

1 1

11

i

i

i

i

nnl
i

iiii

nnl

n

n

nl

n

n

l

n

n
i

!n
nnnlnnlnnl

h

!n
nnlnlnlh

!n
nlllh































































  

Изображение тригонометрических функций    tsintx   и    tcostx   

имеют вид, соответственно, 

     





 
























22
2 hisintsin
h

tsin
h

tsin
i

t
i

i 


N   

и 

     .hicoshsin
h

tcos
h

tcos
i

t
i

i






 
























22
2 



N   

Очевидно, в случае произвольной функции  tx  функцию  h,,iN X , 

для заданных значений параметров h  и  , можно легко образовать из набора 

значений ).ih(x),h(x),(x    
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Между преобразованиями (3.1) ‒ (3.2) и (3.4) ‒ (3.5) существует 

тесная взаимосвязь. Для ее установления прибегнем к нетрадиционным 

формам записи этих преобразований, используя обобщенную  -функцию. 

Тогда, вместо соотношений (3.2) и (3.5), определяющих прямые 

преобразования, будем иметь соответственно 

        

 
 

        




































dttt,itxdtt
t

!itx

dtttx
dt

txd,i

i

)i(i

t
i

i

T







1

1

T

X

 (3.8) 

и  

   

   
      

     
    

 


 



 





























,dt
h,t,iiht

lhtlhttx

dtlht
ihthtt

lht!itx

tx
h

h,,i

i

l

i

l

t
i

i

N

0

0












N

X


 (3.9) 

так как        .txttx    

С учетом тождеств (3.8) и (3.9) легко установить, что 

       
   

           

       
































































.,idttt,itx

dtttxdtiht
h

limtx

dt
h,t,iiht
lhtlhtlimtxh,t,ilim

T

ii
i

i
i

h

i

l
hNh








XT

N
X

1

0

0
00

11   (3.10) 

Следовательно, прямое N -преобразование в пределе при 0h  

переходит в прямое дифференциальное преобразование. В случае конечных 
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h  эти преобразования подобны в отношении систем функций, по которым 

осуществляются разложения функции  .tx  

Система степенных многочленов, используемых в 

дифференциальных преобразованиях 

       
,

!
tt,,

!
tt,,t,

2
2

1
110

2 



 TTT   

удовлетворяет условию 

   .t,it,i
dt
d   1TT      

Система факториальных многочленов 

  10  h,t, N ,   
!

th,t,
1

1 



N ,      

!
htth,t,

2
2 


N ,…, 

используемых в N -преобразованиях, удовлетворяют условию  

   .h,t,ih,t,i
h

 
 1NN       

Таким образом, дифференциальный или конечноразностный оператор, 

действуя на i -й элемент соответствующей системы функций, переводит его в 

 1i -й элемент этой системы. 

Для определения условий сходимости ряда Ньютона рассмотрим 

систему факториальных многочленов  Φ  с элементами 

 
!i

i
h

t
h

t
h

t

h,t,ih,
h

t,i i






 








 








  

11
1






NΦ   

и запишем ряд Ньютона в виде 

    .,
h

t,ih,,ihlimtx
k

i
N

i
k 










 


0

1 ΦX    (3.11) 
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Последовательность факториальных многочленов  Φ  для любого 

вещественного значения 1
h

t  , начиная с некоторого ,Mi   является 

монотонной и ограниченной, т.е. 

1
11

11
0 












 







 



i

i
h

t

,
h

t,i

,
h

t,i 





Φ

Φ
   при   

h
t 

 .    

Согласно признаку Абеля, ряд (3.11) сходится, если ряд  

   









00 i

i
N

i

i .xh,,ih X     (3.12) 

На основе признака Даламбера получим 

 
 

 
 

.
x

hx
x
x

i

i

i

i
11

1







 





     (3.13) 

Таким образом, условия сходимости ряда (3.4) требуют, чтобы 

функция  tx  была регулярна в некоторой области 









 10
h

t   и 

удовлетворяла условиям роста (3.13). 

Условия сходимости ряда Ньютона (3.4) жестче условий сходимости 

ряда Тейлора (3.1), когда для функции  tx  необходимо и достаточно 

существование константы C  такой, что при любых t  и   Ctxk )k(   [154, 

243]. Поэтому не все функции, которые разлагаются в ряд Тейлора, могут 

быть разложены в ряд Ньютона. Например, для функции    tsintx   не 

существует разложения в ряд Ньютона. 

Кроме того, формула (3.4) обратного N -преобразования содержит 

операцию бесконечного суммирования и поэтому ее компьютерная 

реализация связана с необходимостью аппроксимации функции  tx  на 
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некотором интервале ),( M 0  кусочно-полиномиальной функцией  tx~ , 

непрерывной на подынтервалах    .M,m, mm 11    На каждом 

подынтервале длиной 1 mmmH   функция  tx  аппроксимируется 

интерполяционным многочленом Ньютона mk -го порядка. В узлах 

интерполяции 

,hk,,h,h, mmmmmmmmm    1111 2     

где mmm kHh  , значения функций  tx~  и  tx  совпадают. В точках 1 , 

2 ,…, 1M  функция  tx~ , так же как функция  tx , может претерпевать 

разрывы 1-го рода. Преобразования (3.4) ‒ (3.5) в этом случае имеют вид 

    ,M,mtx
h
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i
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        
 


M

m
mmmm

k

i
Nmm h,t,ih,,iH,ttx~

m

1 0

 NX1  (3.15) 

и называются дискретно-непрерывными N -преобразованиями. Здесь 

функция  mm H,t 1  определяется выражением 

   
 








.,Ht,
,,Ht,
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mmm

mmm
mm 




0
1

1     (3.16) 

В N -преобразованиях (3.14) ‒ (3.15) для приближенного 

восстановления функции  tx  используется интерполяционная формула 

Ньютона с интерполяцией назад. Ошибка xO  приближенного представления 

 tx  не превосходит значения [32] 

      ,h
!k

ACmaxtx~txmaxO m
m

M

k
m

m

m
k

m),(
x

1
1 10


 




   (3.17) 

где 
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 
   

 
  .txmaxA,kmaxC )k(

,mm,kk
m

mmm
m

1

011
1

1 









    

N -преобразования тесно связаны с преобразованиями Лагранжа 

вида 

        
   ,h,t,kkht

ihtiht
i
k

htxh,,i ki
Lg 




















N
X 1  (3.18) 

       

   
.

iht
i
k

h

h,t,kkhth,,itx
k

i ki
Lg

 












0 1 

 NX   (3.19) 

Равенство (3.18) тождественно равенству 

       




 ,ihxdtihttxh,,iLg X    (3.20) 

так как 

     
   

   
   

 
 

   .ihtiht

i
k

h
i
k

h

iht
h,t,kkht

iht
i
k

h

h,t,kkht
ihtihτt

i
k

h

ki

ki

iht

ki

ki









































































1

11

1

1

N

N

  (3.21) 

На основе выражений (3.9) и (3.18) можно установить связь между 

функциями  h,,iN X  и  h,,iLg X  в виде 

 
 

 













i

l
Lg

il
N ,h,,l

l
i

h

!ih,,i
0 1

 XX    (3.22) 



 

110 

 
 

 h,,l

l
i

h

!ih,,i N

i

l l
Lg  XX 













0

   (3.23) 

или в виде 

.Xx,xX
 1       (3.24) 

Здесь  1k - мерные векторы X


 и x , а также матрица преобразований   

размерности    11  kk  имеют вид: 

       

        ,x
h

x
h

x
h

x

h,,kh,,h,,h,,X
T

k

k

T
NNNN















2

2

210 XXXX

  

       

        ,khxhxhxx

h,,kh,,h,,h,,x
T

T
LgLgLgLg














2

210 XXXX
  

,

..
hhhh

hhh
hh











3333

222

11

33
02
00
0001











    

..
hhh

hh
h











32

21

331
021
001
0001





 . 

Для функции  tx~ , интерполирующей функцию  tx  на интервалах 

 mm ,  1 , с учетом (3.14) ‒ (3.15) и (3.22) ‒ (3.24), получим выражения 

      












 




M,mdtttxxXx mmmmm 1


N , (3.25) 

     


 
M

m
mmm tx~XtM,mX

1

1 1


NN ,   (3.26) 

где нижний индекс m  указывает на принадлежность функций, векторов и 

матриц m -му интервалу  mm , 1 , а матрица-строка  tmN  имеет вид 
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          .ht,kh,t,h,t,H,tt mmmmmmmmmm   NNNN 101  

В дискретно-непрерывных N -преобразованиях (3.25) ‒ (3.26) лангранжевы 

изображения  M,mxm 1


 функции  tx  образуются в результате свертки 

функции  tx  с «гребенкой» из  -функций 

        .thttt T
mmmmm 1  


   

В заключение отметим, что при построении операторов 

дифференцирования и интегрирования используется связь N -

преобразований с преобразованиями Лагранжа, а многомерные 

преобразования Ньютона строятся на основе аналогий с многомерными 

дифференциальными преобразованиями. Разработка же численных 

операторных методов осуществляется в соответствии с подходами, 

принятыми в теории локально-интегральных преобразований.  

 

 

 

3.2. Операторы интегрирования и дифференцирования 

одномерных функций 
 

Рассмотрим выражения 

    t,myt,mx
dt
d      (3.27) 

и 

     



t

m

m

.,mxd,myt,mx
1

1


    (3.28) 

Если функция  t,my  является полиномом  1mk -го порядка, то функция 

 t,mx  должна быть полиномом mk -го порядка.  
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Применив N -преобразования (3.14) ‒ (3.15) к функциям  tx~  и 

 ty~ , запишем 

     























 












 




M,mt,mx
h

tx~
h

h,,i
mm t

i
m

i

t
i
m

i

mmN 1


X ,  (3.29) 

     















mk

i
mmmmN M,mh,t,ih,,it,mx

0

1 NX ,   (3.30) 

     



M

m
mm t,mxH,ttx~

1

1      (3.31) 

и 

     























 












 




M,mt,my
h

ty~
h

h,,iY
mm t

i
m

i

t
i
m

i

mN 1


 ,  (3.32) 

     

















M,mh,t,ih,,iYt,my mmmm

k

i
N

m

1
1

0

 N ,   (3.33) 

     



M

m
mm t,myH,tty~

1

1 .     (3.34) 

В обратных N -преобразованиях (3.30) и (3.33) функции  tx~  и  ty~  

являются интерполяционными полиномами Ньютона  t,mx  и  t,my  с 

узлами интерполяции 12  mmmmmmmmmmm Hhk,,h,h,    и 

mmmmmm,m hhk,,h    , соответственно. 

На основе равенств (3.27) и (3.28) можно установить, что 

         mm

k

i
m,mn h,t,i

dt
dh,it,mx

dt
dt,my

m

  


NX
0

,   (3.35) 
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     

     .,mxdh,,ih,,i

,mxd,myt,mx

m

t

mmmm

k

i
N

t

m

m

m

m

1

1

0

1

1

1





























NY

  (3.36) 

Выражения (3.35) ‒ (3.36) в области N -изображений имеют вид 

        ,h,t,i
h

h,,it,my
h

h,,j
m

m

m t
mmj

m

jk

i
mmN

t
j

m

j

mmN
































  NXY
0

(3.37) 

     

   






















































.j,
,j,,mx

dh,,i
h

h,,it,mx
h

h,,j

m

t

t

mmj
m

j

k

i
mmN

t
j

m

j

mmN

m
m

m

m

10
01

1

0

1










N

YX

   (3.38) 

или 

 
 

 

 

 
 

 

,

h,,k

h,,
h,,

h,kД

h,k

h,,
h,,

mmmN

mmN

mmN

mmN

mmmN

mmN

mmn











X

X
X

Y

Y
Y



1
0

1

1
0





    (3.39) 

 
 

 

 

 
 

 

 

.

,mx

h,,k

h,,
h,,

h,kИ

h,,k

h,,
h,, m

mmmn

mmN

mmn

mmN

mmmN

mmN

mmN

0

0

1

1
0

1
0 1























Y

Y
Y

X

X
X

 (3.40) 

Матрицы  mmN h,kД  и  mmN h,kИ  размерности  1 mm kk  и   mm kk 1  

являются операторами дифференцирования и интегрирования N - 

изображений. Их элементы зависят от параметров mk  и mh  

   ,k,i,k,j,dh,,i
h

И mm

t

t

mmj
m

j

i,j

m
m

1111
1

1

1


























 

N    
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   .k,i,k,j,h,t,i
h

Д mm
t

mmj
m

j

i,j

m

11111

1
























N    

Однако, с помощью преобразований (3.24) выражения (3.39) ‒ (3.40) можно 

значительно упростить, представив их в эквивалентном виде 

         mykNH,mxmxkДH mДmmmm


  


 1
1

1  ,   (3.41) 

         mИmmm kN,mxmykИHmx 


1  ,    (3.42) 

где  mkД


 и  mkИ


 – матричные операторы дифференцирования и 

интегрирования размерности  mm kk  ;  mД kN 


 и  mИ kN 


 mk -мерные 

векторы, учитывающие начальное условие  1m,mx  . Элементы mk -мерных 

векторов  mx   и  my 
 совпадают с первыми mk  элементами  1mk -мерных 

векторов  mx


 и  .my


 В векторах  mx   и  my 
 отсутствуют элементы 

 1m,mx   и  1m,my   соответственно. Значения элементов матриц  mkД


, 

 mkИ


 и вектора  mД kN 


 для 101mk  приведены в Приложении.  

Из выражений (3.41) ‒ (3.42) следует, что операторы интегрирования 

и дифференцирования являются взаимно обратными: 

        EkДkИkИkД mmmm 


,     (3.43) 

где E  ‒ единичная матрица, и удовлетворяют соотношениям 

           mИmДmmДmИm kNkNkИ,kNkNkД 


 .   (3.44) 
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3.3. Преобразования обыкновенных 

дифференциальных уравнений 
 

С помощью N -преобразований легко осуществить алгебраизацию 

линейных и нелинейных дифференциальных уравнений. 

Пусть задано уравнение 

      .,t,xx,t,xfx M 000     (3.45) 

Осуществим N -преобразование этого уравнения с учетом обозначения 

   tytx   

         ,M,mh,,itytx mmN 1 YNN      (3.46) 

      ,M,mh,,it,xf mmN 1 FN      

     .M,mh,,ih,,i mmNmmN 1  FY      

На основании выражения (3.24) запишем равенство 

         ,M,mmfmmym 1


     

тождественное равенству 

     ,M,mmfmy 1


      (3.47) 

где m  ‒ номер интервала  mm , 1 ; M  ‒ количество интервалов, на которые 

разделен отрезок  mm , 1 ; векторы 

        ,hkxhxxmy T
mmmmmm   

     

           T
mmmmmmmmmmmm hk,hkxfh,hxf,xfmf   


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содержат параметры преобразования m , mk , mh  и имеют размерность 

.km 1  

Выражение (3.47) представляет собой систему уравнений (3.45), 

записанных для конечной совокупности дискретных значений аргумента .t  

Подобная дискретизация уравнений вида (3.45) применяется в конечно-

разностных методах [13, 17, 32, 103, 211], а также в методах коллокации [314] 

и точек [44, 236, 237]. 

Для перехода к алгебраическим уравнениям уравнение (3.47) 

необходимо дополнить операторным соотношением (3.41), связывающим 

дискретные значения функции  tx  и ее производной  ty . На каждом 

интервале  mm , 1  такая связь устанавливается для mk  значений этих 

функций. При этом не учитываются начальное условие 0x  и условия 

сопряжения в точках деления отрезка  m,0  значений искомой функции 

 tx . 

Начальное условие 0x  учитывается в операторных соотношениях 

вида (3.41), а условия сопряжения значений функции  tx  на границах 

интервалов   M,m, mm 11    вида 

      M,mxxx mmm 000      (3.48) 

определяются условиями теоремы Коши о существовании и единственности 

решения задачи (3.45). 

С учетом (3.41) и (3.48), уравнение (3.47) можно записать в виде 

          M,mkNHxmfmxkДH mДmmmm 11
1

1  


 


 . (3.49) 

Полученное выражение вместе с условием 00 x)(x   является искомой 

алгебраической формой уравнения (3.45). 
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Рассмотрим задачу Коши для интегро-дифференциального 

уравнения Вольтерра [287]: 

      

   





















 
.xx,,t

dx,,tf,t,txftx

m

t

000

21

0






   (3.50) 

Уравнение (3.50) называется уравнением с бесконечным 

запаздыванием, так как  tx  зависит от всех предшествующих значений  tx . 

Введем обозначение 

    
t

dx,,tftz
0

2


       (3.51) 

и представим задачу (3.50) в виде 

      

    

 
    .z,xx

,,t

dx,,tftz

,tz,t,txftx
M

t 0000

0

2

1

0





























  (3.52) 

Дополнив систему уравнений (3.52) условиями непрерывности 

функций  tz  и  tx  вида (3.48), преобразуем ее с помощью соотношения 

(3.14). На основании тождеств (3.24) и операторных соотношений (3.41) ‒ 

(3.42) найдем 

       
          






















M,mkNzmfkИHmz

M,mkNHx)m(fmxkДH

mИmmm

mДmmmm

1

1

12

1
11

1












. (3.53) 

Операторные уравнения (3.53) являются системой алгебраических уравнений 

и замыкаются начальными условиями   00 xx  ,   00 z . Рассмотрим 

особенности применения N -преобразований и алгебраизацию краевых 

задач на примере уравнений [103]: 
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   









,ttttxtx

,xx

12335121128 234
1

2
2

21    (3.54) 

 
 







,x
,x

01
10

1

1        (3.55) 

где  10,t . 

При учете краевых условий необходимо в число точек 

 11  M,mm , разделяющих заданный отрезок  10,  на интервалы 

  M,m, mm 11   , включить и те точки, в которых заданы краевые 

условия (3.55). Возьмем, например, 3M  и 00  , 201 , , 802 , , 

.,013   Деление отрезка [0,1] на три интервала различной длины ,HH 1  

,HH 32   HH 3   20,H   выполнено с учетом особенностей решения 

задачи (3.54) ‒ (3.55). 

Операторы дифференцирования для краевых задач строятся на 

основе операторного соотношения (3.41). Полагая в нем, например, 3mk  

для двух значений 3/Hh mm   и 3/Hh mm   имеем, соответственно, 

 
 
  m

mm

mm

m

H
/Hx
/Hx

x

2
1

32
3 










2361
1632
291811





 

 
 

)(x
/Hx
/Hx

x

m

mm

mm

m

1

32
3












   

и 

 
 

  m
m

mm

mm

H
x

/Hx
/Hx

2
132

3

1










111892
2361

1632





 

 
 

 1

32
3






m

mm

mm

m

x
/Hx

/Hx
x







   

или 
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 
 
 

 
m

m

mm

mm

m

H
x

/Hx
/Hx

x

2
1

32
3

1














111892
2361

1632
291811





  

 
 

 1

32
3






m

mm

mm

m

x
/Hx

/Hx
x







  (3.56) 

Учитывая условие сопряжения значений функции  tx  в точках 

 21,mm   вида 

    ,xx)(x mmm 00
2
1

       

на основании равенства (3.56) получим искомое операторное соотношение 

для задачи (3.54) ‒ (3.55) 

   tt x
H

x

111892000000

2361000000

1632000000

1
2
99

3
113

2
3

3
1000

000
3
212

3
1000

000
3
121

3
2000

000
3
1

2
33

3
119

2
91

0000002361

0000001632

000000291811

2
1





















 , (3.57) 

где 
TH,H,,,,,HH 0

3
220

3
2020406080

3
21

3
11 t  
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N -преобразования системы дифференциальных уравнений (3.54) 

осуществляется аналогично N -преобразованиям задачи Коши. Отличие 

состоит в используемых операторах для производных ‒ выражения (3.57) и 

(3.49) соответственно. В операторном выражении (3.57) не учитываются 

краевые условия (3.55). Для их учета в алгебраической системе уравнений 

вычеркиваются уравнения, определяющие  11x  и  01x . Вместо этих 

уравнений в систему помещаются уравнения   011 x  и   101 x  из условий 

(3.55). Тогда первое уравнение системы принимает вид: 

   tt 21

2000000000
2361000000

1632000000
129931132331000

000321231000
000312132000
000312333119291
0000002361
0000001632
0000000002

2
1 xx 

H

////
//

//
////

H

H














 (3.58) 

При алгебраизации второго уравнения системы (3.54) используется 

операторное соотношение (3.57). 

Решение алгебраизованной системы уравнений приведено ниже для 

20,H  : 

1x (1)=0,   1x (
3

1 H
 )=1,90495,   1x (

3
21 H

 )=2,43724,    

1x (0,8)=1,74546,    1x (0,6)=1,20381,   1x (0,4)=1,14972,   1x (0,2)=1,84935,  

1x (
3

20 H,  )=1,75914,   1x (
3

220 H,  )=1,04345,   1x (0)=-1,00000;   

2x (1)=-103,032,   2x (
3

1 H
 )=-17,9078,   2x (

3
21 H

 )=1,56771,   
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2x (0,8)=11,1488,   2x (0,6)=1,71117,   2x (0,4)=-1,39203,   2x (0,2)=-2,82626, 

2x (
3

20 H,  )=4,28850,   2x (
3

220 H,  )=18,9378,   2x (0)=50,2393.   

Сопоставление полученных результатов с результатами, 

приведенными в работе [103], показывает, что численные методы на основе 

N -преобразований обеспечивают более высокую точность решения, чем 

конечно-разностные методы и методы экспоненциальной подгонки. 

 

 

 

3.4. Устойчивость численных схем , порождаемых 

преобразованиями Ньютона 
 

Рассмотрим преобразованную задачу Коши вида (3.49). Эта 

система нелинейных алгебраических уравнений имеет размерность 

m

M

mC kN
1

 . Ее решение можно осуществить последовательно за M  

шагов. Тогда на m -м шаге порядок CN  системы понизится до значения 

mk . В результате решения этой подсистемы получаем блок значений 

искомых переменных  .mx 
 В нем содержится элемент  mx  , который 

используется в качестве начального условия на  1m -м шаге решения. 

Естественно, что такая рекурсивная вычислительная процедура должна 

быть исследована на устойчивость. 

Для проверки устойчивости различных численных схем обычно 

обращаются к тестовому уравнению [287, 334, 338]: 

  10  x,xx       (3.59) 

где   в общем случае представляет собой комплексное число.  

На основании (3.49) запишем уравнение (3.59) в виде  
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         M,mkNHxmxΕkДH mДmmmm 11
1

1  


 


 .  (3.60) 

Зафиксируем параметры N -преобразования  M,mkkm 1  и 

 M,mHHm 1 . Решая системы уравнений (3.60) относительно 

неизвестных  mx  , содержащихся в векторах  mx  , получим: 

   






 


  M,mx

H
x mm 1

1
1

1


  для 1k ,   (3.61) 

   






















  M,mx

HH

H

x mm 1

44
31

4
1

122 




  для 2k ,  (3.62) 

   






















  M,mx

HHH

HH

x mm 1

2754
11

3
21

273
1

133
22

22






  для 3k  (3.63) 

 
 









































M,m
HHHH

xHHH
x

m

m 1

256768
25

192
35

8
51

256192
11

8
31

44
3322

1

33
22




  для 4k  (3.64) 

и так далее, 

      M,mxHx mkm 11    для любого k  .   (3.65) 

Рекурсивные процедуры решения уравнений (3.65) будут 

устойчивы по начальным данным  Mm)(x m 11   для тех значений 

H , которые удовлетворяют условиям 

  ,,k,Hk 211       (3.66) 
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Такие значения H  образуют на комплексной плоскости 

    HIm,HRe   области устойчивости (неустойчивости), ограниченные 

кривыми k , точки которых удовлетворяют равенствам 

  ,,k,Hk 211      (3.67) 

Решение уравнений вида (3.67) осуществлялось численно для 

.k 101  Анализ полученных данных о кривых 1021  ,,   показал, что 

они замкнуты и располагаются в правой полуплоскости   0HRe  . 

Функции  Hk   в областях, ограниченных кривыми kГ , не 

удовлетворяют условию (3.66). Следовательно, внутри этих областей 

вычислительные процедуры не устойчивы. Вне их условия (3.66) 

выполняются и устойчивость вычислений обеспечивается. Кривые 

4321  ,,, , и 106  ,  изображены, соответственно, на рис. 3.1, a и б. 
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-5

-10

5

10

а б
 

Рис. 3.1. Области устойчивости численных оператрных методов, 

порожденных N -преобразованиями. 
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Численные методы с такими областями устойчивости 

характеризуются как жесткоустойчивые. Они отличаются от методов 

Гира и формул дифференцирования назад тем, что сохраняют жесткую 

устойчивость независимо от значения k (методы Гира теряют жесткую 

устойчивость при 5k  [17, 211]). 

Полученные для тестового примера (3.59) теоретические оценки 

устойчивости численной схемы (3.49) были подтверждены результатами 

решения жестких систем уравнений с постоянными, переменными и 

нелинейными параметрами, которые приведены ниже. 

Пример I. Жесткая система линейных уравнений с постоянными 

коэффициентами [287]:  

 
 







.y,yyy
,y,yyy

101999999
101998998

2212

1211    (3.68) 

Ее точное решение 

 
  .eety

,eety
tt

tt

1000
2

1000
1

32

34







      

Параметры N -преобразований и результаты решения системы 

(3.68) приведены в таблице. 3.1. Погрешность решения в последней 

точке 22  составляет: 

   
    .,,yy

,,,yy

000541022

001082022

222222

221221








      

Относительная величина длин интервалов 212222  H  и 011  H  

равна 1218 . Во столько раз увеличился первоначально заданный 

параметр 1H  при сохранении точности и устойчивости вычислений. 
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Таблица 3.1. 
Результаты решения жесткой системы уравнений (3.68) 

m  mk  m  ),(1 mmy   ),(2 mmy   

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
3 
3 
3 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
4 

2,50000E-04 
4,06249E-04 
6,01561E-04 
8,45703E-04 
1,15087E-03 
1,53234E-03 
2,00918E-03 
2,60522E-03 
3,35028E-03 
4,28160E-03 
5,83380E-03 
8,42079E-03 
1,27324E-02 
2,35116E-02 
5,04595E-02 
1,17829E-01 
2,30112E-01 
4,17250E-01 
7,29147E-01 
1,11901E+00 
1,60635E+00 
1,91094E+00 

1,66253E+00 
1,99992E+00 
2,35369E+00 
2,70880E+00 
3,04625E+00 
3,34569E+00 
3,58956E+00 
3,76779E+00 
3,88122E+00 
3,94118E+00 
3,96763E+00 
3,96554E+00 
3,94922E+00 
3,90687E+00 
3,80295E+00 
3,55510E+00 
3,17738E+00 
2,63484E+00 
1,92780E+00 
1,30474E+00 
8,01205E-01 
5,90682E-01 

3,36903E-01 
-7,53402E-04 
-3,54924E-01 
-7,10527E-01 
-1,04859E+00 
-1,34880E+00 
-1,59363E+00 
-1,77306E+00 
-1,88800E+00 
-1,94981E+00 
-1,97935E+00 
-1,98241E+00 
-1,97461E+00 
-1,95343E+00 
-1,90147E+00 
-1,77755E+00 
-1,58869E+00 
-1,31742E+00 
-9,63903E-01 
-6,52374E-01 
-4,00603E-01 
-2,95341E-01 

 

 

Пример 2. Рассмотрим систему уравнений с переменными 

коэффициентами [91]: 

        ,t,,tytAtAty  2010
10

0 1
1





 


  (3.69) 
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где   ‒ параметр жесткости (с уменьшением   коэффициент жесткости 

системы возрастает); 

     
    .

tcostsin
tsintcos

tA


        

Начальные условия 

  ,y



1

0
0   где  .

)(
2

411 211 


 
     

Точное решение 

   
 

.
e

etAty t

t










1

       

В соответствии с рекомендациями по решению системы уравнений (3.69), 

приведенными в работе [91], численный эксперимент выполнялся для двух 

фиксированных значений параметров mH : 







  401

40
2 ,mHHm
    и   







  801

80
2 ,mHHm
 .   

При этом оценивались абсолютные погрешности 40  и 80  в точке  2m  

(для   использовалось приближение 3,14159265). Полученные результаты 

для двух значений параметров жесткости 110  и 810  приведены в 

таблице 3.2. Здесь же представлены порядки сходимости методов 

)/(logS 80402   для различных mk . 

Сопоставление экспериментальных данных с данными, 

приведенными в работе [91 ], свидетельствуют о высокой точности и жесткой 

устойчивости численных методов на основе N -преобразований. Kроме 

того, эти методы независимо от значений параметра   сохраняют порядок 

сходимости mks  . Лишь некоторые, специально разработанные в [91], 



127 

неявные методы Рунге-Кутта для жестких нелинейных дифференциальных 

уравнений дают аналогичные результаты. 

Таблица 3.2. 
Погрешности решения жесткой системы уравнений (3.69) 

mk    40  80  
S  

для 1y  для 2y  для 1y  для 2y  
2 110  1,18 610  1,10 510  3,07 710  3,05 610  1,85 
2 810  4,50 1310  2,13 510  1,17 1310  5,70 610  1,90 
3 110  4,70 810  4,30 710  6,10 910  5,65 810  2,93 
3 810  1,32 1410  7,78 710  1,72 1510  1,01 710  2,94 
4 110  6,01 1010  5,22 910  3,90 1110  3,30 1010  3,95 
4 810  9,20 1710  7,90 910  6,00 1910  5,00 1010  3,98 

 

Пример 3. Жесткая система уравнений с нелинейными 

коэффициентами [287]: 

       .,t,y,y,y

,yy

,yyyy,y

,yyy,y

1000000010

0103

010310040

010040

321

2
2

7
3

2
2

7
32

4
12

32
4

11


















   (3.70) 

Система уравнений (3.70) характеризуется коэффициентом жесткости 

порядка .54 1010   

Ее решение на m -м интервале осуществлялось последовательно для 

mk = 1, 2, 3, 4, 5 c одновременным контролем по всем трем переменным 

относительной погрешности 

 
      .t,my/t,myt,mymax

mmm
mm

kkk,отн   
1

1 
     

Если относительная погрешность отн  не превосходила допустимого 

значения, то процесс поиска приближенного решения на интервале  mm , 1  

заканчивался .для некоторого значения .km 5  В противном случае, путем 
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деления пополам изменялась длина интервала mH  и процесс поиска решения 

повторялся. 

Переход от m -го интервала решения к  1m -му сопровождался 

увеличением длины интервала mH  в  11  mk  раз. 

Приведенная выше оценка погрешности отн  принципиально 

отличается от оценки погрешности, приведенной в работе [287]. В нашем 

случае сопоставляются функции, а в работе [287] сопоставляются числа, 

получаемые на каждом шаге с помощью явной и неявной численных схем 

первого порядка. Выполненные исследования показали невозможность 

достижения даже самой низкой точности 110отн  численными методами, 

рекомендованными в [287]. 

Определенные представления о трудностях решения системы 

уравнений (3.93) дают экспериментальные данные, приведенные в таблице 

3.3. Анализ этих данных показывает, что при высоких требованиях к 

точности решения системы уравнений (3.70) нужны методы, которые 

обладают не только жесткой устойчивостью, но и высокой 

аппроксимационной точностью  1mk . 

Таблица 3.3. 
Параметры аппроксимации решений жесткой системы уравнений (3.70) 

mk  

210отн  310отн  

Количество шагов в интервалах Количество шагов в интервалах 

 0010;0 ,   10;0010 ,,   100;10,   0010;0 ,   10;0010 ,,   100;10,  

2 ‒ 4 1 ‒ 2 ‒ 

3 4 3 11 2 5 9 

4 7 ‒ ‒ 21 3 8 
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В заключение отметим, что полученные в области N -

преобразований уравнения вида (3.49) определяют блочные численные 

методы [287]. Появление этих методов в конце 60-х годов было вызвано 

трудностями численного решения жестких дифференциальных уравнений и 

уравнений Вольтерра. 

В настоящее время развитие блочных методов стимулируется 

разработками параллельных алгоритмов для многопроцессорных систем. 

Эффективность их реализации значительно превосходит эффективность 

реализации традиционных многошаговых и одношаговых численных схем. 

Эти обстоятельства определяют широкие возможности применения N -

преобразований к анализу динамических систем на вычислительных ресурсах 

с различной архитектурой. 

 

 

 

3.5. Преобразования многомерных функций 
 

Построим многомерные N -преобразования на основе их связи с 

дифференциальными преобразованиями. 

Пусть функция  21 t,txx   определена и непрерывна вместе со 

своими частными производными до порядка k  включительно  1k  в  -

окрестности точки  21  , . Тогда для всех 1t  и 2t , удовлетворяющих 

условию   2
22

2
11 )t()t( , существует такое  2211   t,t , 

10  , что справедлива формула 
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тождественная формуле 

     
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   (3.71) 

где 

 

     
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
   (3.72) 

Формула (3.7I) известна как формула Тейлора порядка k  с 

остаточным членом  2211   t,tOx  в форме Лагранжа [154]. Она 

обобщается на случай N  независимых переменных выражениями 

       ,tO
!i

tx
t

tx x
ki
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 
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 
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   (3.73) 
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x 
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    (3.74) 

в которых использованы мультииндексные обозначения 
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В случае k  выражение (3.73) определяет многомерный ряд 

Тейлора, который лежит в основе дифференциальных преобразований вида 

    ,tx
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,t,i,ilimtx
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 TX     (3.76) 

где 
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Эти выражения в мультииндексных обозначениях соответствуют 

выражениям, полученным для дифференциальных преобразований в 

обычных обозначениях, в работе [240]. 

Для ограниченных значений k , множества целочисленных значений 

дискретных аргументов i  заполняют симплексные области, т.е. функция 

 ,iTX  для фиксированного значения   в одномерном случае определяется 

на множестве эквидистантных точек отрезка прямой линии, в двумерном 

случае ‒ на множестве точек прямоугольного треугольника, а в трехмерном 

случае ‒ на множестве эквидистантных точек тетраэдра, примыкающего к 

координатным осям (рис. 3.2). Однако вид области определения функции 

 ,iTX никак не связан с видом области определения функции  .tx  

Условие ограниченности значения k  является практическим 

требованием таким, которое позволяет находить обратное дифференциальное 



 

132 

преобразование (3.76) путем компьютерных вычислений. В соответствии с 

этим условием, вместо функции  tx  имеем ее приближение  .tx~  Величина 

         



t,imaxiAtx~txmax

ki
tt

T T
1

  (3.77) 

позволяет оценить близость функций  tx  и  .tx~  Здесь  -граница 

области определения   функции  tx , а величины  

      



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maxt,imaxiA i

i

Tt 10
X     

получены в результате сопоставления выражений (3.73) ‒ (3.74) с 

выражением (3.76) для случая ограниченного .k  

 
Рис. 3.2. Области определения изображающих функций в многомерных 

дифференциальных преобразованиях 

 

Анализируя соотношения (3.74) и (3.77), замечаем, что значения 

 x  и  x~  совпадают. По мере приближения к границе значение 
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остаточного члена  tOx  меняется в пределах, заданных величиной 

.T  Это свойство многочленов Тейлора остро ставит проблему выбора 

рационального способа деления области   на подобласти 

 M,mm 1  таких размеров и форм, при которых обеспечивается 

приемлемая точность аппроксимации функции  tx , определенной на   

кусочно-полиномиальной функцией 
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
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m
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В основе N -преобразований многомерной функции  tx  лежит 

пара соотношений 
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 (3.80) 

Выражение (3.79) будем называть многомерным рядом Ньютона. 
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Прямое N -преобразование функции  tx  переходит в прямое 

дифференциальное преобразование при условии 

    
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При конечных значениях h  для дифференциальных 

преобразований система степенных функций 

  jit,if j  T       

для любого 1j  удовлетворяет условию 
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Здесь множества функций jf  ( kj 0 ) дополнены нулевыми 

элементами таким образом, что их кардинальные числа совпадают с 

кардинальным числом множества kf . Ненулевые элементы в 

зависимости от номера j  ( kj 0 ) определяются выражениями 
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Система многочленов, используемых в N -преобразованиях 

вида 
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Здесь множества jf  ( kj 0 ) также дополнены нулевыми элементами, 
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Таким образом, воздействие дифференциального и 

конечноразностного операторов на элементы j -го множества 

соответствующих систем функций обеспечивает переход к элементам  1j -

го множества этих систем.  

Выражение для многомерного ряда Ньютона с остаточным членом 

имеет вид 

       



ki

xn ,h,tOh,,t,ih,,itx
0

 NX   (3.81) 

где 

         ,,xh,t,ih,tO
Ni,,i,iii

ki

i
x  


21

1

 N  (3.82) 

а конечная сумма в (3.81) определяет многомерный интерполяционный 

полином. 

Оценим величину остаточного члена  h,tOx   в любой точке 

.t   Для этого введем  вспомогательную функцию 

        .h,s,isx~sxsg
ki

i



1

N      

В этом выражении    Ns,,s,ss 21 ,  Ni,,i,i,i 3211    – коэффициенты, 

количество которых        !k!N!kN 11   равно количеству 

возможных комбинаций элементов мультииндекса )i,,i,i(i N21  при 

условии 121  kiiii N ,  N,nk,in 110  . Как cледует из 

(3.82) остаточный член в узлах интерполяции равен нулю. Рассмотрим 

функцию  h,tOx   в заданной точке t , не являющейся узлом 

интерполирования. В этом случae константы i  следует выбирать из 

условия   0tg . 
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Предположим, функция )s(x  в области   имеет  непрерывных 

производных порядка 1k  вида  
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Функция )s(g  имеет не менее 1u  нулей в     !N!k!kNu   узлах 

интерполирования и в точке t . Поэтому существуют точки i , в 

которых справедливы соотношения 
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Поскольку 
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окончательно получаем 
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Следовательно, остаточный член многомерной полиномиальной 

интерполяции Ньютона можно представлять в виде (3.82). Заметим, что 

логика этого доказательства соответствует логике построения формулы 

остаточного члена для одномерного случая  1N , приведенного, 

например, в работе [262]. 

Лежащий в основе N -преобразования (3.81) интерполяционный 

полином Ньютона 

       



ki

N tx~h,,ih,t,itx
0

 XN     

на множестве значений t  имеет симплексные области определения. 

Изображение  h,,iN X  на множестве значений i  имеет такие же 
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симплексные области определения (рис. 3.3). Таким образом, формы 

областей определения изображений и оригиналов инвариантны 

относительно N -преобразований. 

 
Рис. 3.3. Формы областей определения изображений и оригиналов в 

преобразованиях Ньютона. 
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Если область   не симплексная, то она разделяется замкнутыми 

границами  M,mm 1  на симплексные подобласти  M,mm 1 . 

На каждой подобласти m  функция  tx  аппроксимируется 

многомерным интерполяционным полиномом Ньютона  t,mx~  k -го 

порядка. На границах  M,mm 1  кусочно-полиномиальная функция 

     



M

m

t,mt,mx~tx~
1

1 ,     (3.83) 

так же как функция  tx , может быть непрерывной, либо иметь разрывы 

I-го рода. 

Поскольку непосредственное применение N -преобразований 

функции  tx  на произвольных симплексных подобластях 

 M,mm 1  затруднено, целесообразно использовать преобразования 

глобальной системы координат  t,0  симплексных подобластей 

 M,mm 1  в локальную систему  l,0  нормированной симплексной 

области .н  Одна из вершин этой области совпадает с началом 

координат системы  l,0 , а N  остальных вершин располагаются по ее 

осям в точках  N,nln 11   (рис. 3.4). В основе таких 

преобразований [207, 280] лежит линейное соотношение 
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где  N,,,  21  – точка, принадлежащая глобальной системе 

координат  t,0  и совпадающая с  1N -й вершиной симплексной 
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подобласти .m  В точках        N,n,,, n
N

nn 121    лежат остальные N  

вершин этой области. 

 
Рис. 3.4. Преобразование симплексных подобластей глобальной системы 

координат  t,0  в нормированную симплексную область локальной 

системы координат  l,0 . 

 

Очевидно, что соотношение (3.84), записанное для любой подобласти 

m  в виде 

    ,mm lKτt      (3.85) 

является обратным преобразованием   M,m:m mн 1K , а 

соотношение вида 

    mm τtKl  1     (3.86) 
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прямым преобразованием   M,m:m нm 11 K . 

Используя выражения (3.78), (3.81) ‒ (3.86), для N -мерной 

функции  tx , определенной на множестве t , запишем 

последовательность преобразований 
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 (3.90) 

   
           















M,m

mh,mtOh,lO,t,mx~l,my~
,mhh,m,tl,:)m(

m
xн

m
y

ннmн 1


K
 (3.91) 

      )t(Ot,mt,mx~tx x

M

m


1

1 ,    (3.92) 

        



M

m

m
xx t,mmh,mtOtO

1

1 .   (3.93) 

В этих выражениях  
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)k,,k,k(hн
111   ,      

       mh,,mh,mhmh N21 ,     

      
2

1 mm
k

mh n
n 


 ,     

где     
2

mm n


  – расстояние между n -ой вершиной симплексной 

подобласти m  с координатами             m,,m,mm n
N

nnn  21  и 

точкой         m,,m,mm N 21  соответствующей  1N -й вершине 

этой подобласти. 

В отличие от преобразований (3.78) ‒ (3.79) преобразования 

(3.87) ‒ (3.93) могут применяться к функциям  tx , заданным на 

различных по форме областях  . Преобразования координат (3.88) и 

(3.91) обеспечивают взаимно-однозначное соответствие между каждой 

функцией  tx , заданной на аппроксимированной области   и 

множеством из M  функций   M,ml,my 1 , определенных в 

нормированной симплексной области н .  

Точность преобразований (3.87) ‒ (3.93) определяется порядком 

k  аппроксимации функции  tx  интерполяционными полиномами 

  M,mt,mx~ 1  и размерами симплексных подобластей  M,mm 1 , 

которые зависят от параметров   M,mmh 1  и .M  В случае 

аналитической, либо кусочно-аналитической функции  tx  для любого 

фиксированного k  погрешности преобразований (3.87) ‒ (3.93) могут 

быть уменьшены до сколь угодно малых величин при условиях 

  M.mmh 10  , M . В случае целой либо кусочно-целой 

функции  tx  это достигается при конечных значениях M  и  mh , путем 



143 

неограниченного увеличения k  [13, 32], если область   определения 

функции  tx  удовлетворяет условию 0
1

MM
M,m

m 

 , где 0M  – 

некоторое конечное число разбиений, при котором возможно точное 

представление   в виде объединения симплексных подобластей 

 M,mm 1 . 

 

 

 

3.6. Операторы дифференцирования двумерных 

функций 
 

В одномерном случае  1N  изображение  нн
m
N h,,i Y  функции 

 l,my , определяемое соотношением (3.89), удобно представлять в виде 

вектора 1Y


. Опуская для краткости записи параметры нн h,,m  , имеем 

определение 

        T
NNNN kY YYYY 


2101  .   (3.94) 

Используя тождества (3.24), свяжем вектор 1Y


 с вектором 

        T
ykykyyy 120 11

1   


   (3.95) 

равноотстоящих значений функции  ly  

111 yY


 ,     (3.96) 

1
1

11 Yy
  ,     (3.97) 

где матрицы преобразований 1  и 1
1
  размерности    11  kk  имеют 

вид 
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.

.....

.kkk

.kk

.k

.

,

.....

.kkkk

.kkk

.kk

.

321

21

1

1
1

3333

222
1

331
021
001
0001

33
02
00
0001



















  (3.98) 

Обращаясь к N -преобразованиям (3.89) ‒ (3.90) и образуя из 

функций  1k,l,iN  вектор-строку  

        ,k,l,kk,l,k,l,l 111
1 211  NNNN 


 (3.99) 

для функции  ly~ , интерполирующей функцию  ly , запишем 

выражения 

   111 yYly~


N ,    (3.100) 

     ly~YlY 
111

1 
NN .   (3.101) 

Для построения операторов дифференцирования одномерных 

функций по переменной l  воспользуемся соотношениями (3.100) ‒ 

(3.101), а также тождеством 

 11 Lyy


 ,   где   
T

kkL 120 11
1   


. (3.102) 

Если функции  lx~  и  ly~  удовлетворяют условию 

    ly~lx~
dl
d  ,     (3.103) 

то, на основании соотношений (3.100) ‒ (3.102), получим 

     11111 LyLxl
dl
d 








 NN    (3.104) 

или 

     111 LyLxk,Д


 ,    (3.105) 
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где  k,Д 1  ‒ квадратная    11  kk  матрица дифференцирования, 

которая для первых четырех значений параметра k  представляется в 

виде  

 
11
11

11



,Д ,  
341
101

143
21





,Д ,

111892
2361

1632
291811

2
131







),(Д ,  

 

254836163
3101861

18081
1618103

316364825

3
141









,Д .   (3.106) 

Используя выражение (3.105), получим операторы 

дифференцирования, учитывающие краевые условия слева или справа, 

т.е. в точках bl  1  или al  0 , соответственно. 

Для учета краевого условия слева необходимо в системе 

равенств (3.105) удалить последнее уравнение, а  1k -й столбец 

образовавшейся прямоугольной матрицы вместе с соответствующим 

элементом вектора  1Lx


 выделить отдельным слагаемым. В результате таких 

преобразований найдем 

         bb
Д

bb Lyk,NbxLxk,Д 11 11


 ,  (3.107) 

где вектор bL1


 отличается от вектора 1L


 тем, что имеет размерность k  и 

не содержит последнего элемента 1 ; вектор  k,N b
Д 1


 образован из 

взятых с обратным знаком первых k  элементов  1k -го столбца 

матрицы  k,Д 1 . Обращаясь к выражению (3.41), отметим тождества 

   k,ДkД b
m 1


 и    k,NkN b

ДmД 1


  . 
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Для учета краевого условия справа необходимо в системе 

равенств (3.105) удалить первое уравнение. Затем первый столбец 

образовавшейся прямоугольной матрицы, вместе с соответствующим 

элементом вектора )L(x 1


, выделить отдельным слагаемым. В 

результате найдем 

         aa
Д

aa Lyk,NaxLxk,Д 11 11


 ,  (3.108) 

где вектор aL1


 отличается от вектора 1L


 тем, что имеет размерность k  и 

не содержит первого элемента 0; вектор  k,N a
Д 1


 образован из взятых с 

обратным знаком последних k  элементов 1-го столбца матрицы  k,Д 1 . 

В отличие от одномерного случая в двумерном случае  2N  

изображение  нн
m
N h,,i Y  функции  l,my , определяемое соотношением 

(3.89), удобно представлять в виде блочного вектора 2Y


, который без 

учета индексов m , н , нh  задается выражением 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
T

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N k,

,k

,

,k

,
,

,k

,
,
,

Y

0

22

20

11

11
10

0

02
01
00

2

Y

Y

Y

Y

Y
Y

Y

Y
Y
Y 











 , (3.109) 

где T  ‒ символ транспонирования этого вектора по блочным элементам; 

 21 i,i  ‒ значения элементов мультииндекса i . 

Используя тождества (3.24), свяжем вектор 2Y


 с блочным 

вектором-столбцом 
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 

 

 

T

,y

k
,

k
ky

k
,y

k
,

k
ky

k
,

k
y

k
,y

,y

,
k

y

,
k

y

,y

y 10
22

20

11

11

10

01

02

01
00

2 







 










 







 










 







 



















 




  (3.110) 

равноотстоящих в нормированной области н  значений функции  ly  

222 yY


 ,     (3.111) 

2
1

22 Yy
  ,     (3.112) 

где матрицы преобразований 2  и 1
2
  имеют размерность 

     



 



  21

2
121

2
1 kkkk  и образуются из матриц 1  и  1

1
  

определяемых выражением (3.98). 

Предварительно обнулив все элементы матрицы 2 , заполним 

ее диагональ матричными блоками  k1 ,  11  k ,  21  k ,...,  01  

размерностей    11  kk , kk  ,    11  kk , …, 11 , соответственно, 

 
 

 

 0

2
1

1

1

1

1










k
k

k

. (3.113) 

Матрица  k1  является матрицей 1 , а все последующие матрицы 

 jk 1  для kj 0  получаются из нее путем удаления j  последних 

строк и j  последних столбцов. 

На основе диагональных матричных блоков формируются 

остальные матричные блоки нижней треугольной матрицы 2 . При 
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формировании блоков первого столбца матрицы 2  используются 

элементы первого столбца матрицы 1  и диагональный блок  k1 . 

Если в диагональном блоке  k1  удалить j  последних строк, а 

оставшиеся элементы умножить на j -й элемент первого столбца 

матрицы 1 , то получим j -й блок первого столбца матрицы 2 . Для 

образования j -го блока второго столбца матрицы 2  используются 

диагональный матричный блок  11  k  и элементы второго столбца 

матрицы 1 . Для получения j -го блока ( 2j ) второго столбца 

матрицы 2  необходимо в матрице  11  k  удалить  1j последних 

строк, и каждый элемент образованного матричного блока умножить на 

j -й элемент второго столбца матрицы 1 . Аналогичные 

преобразования над диагональными матричными блоками  21  k , 

 31  k , …,  01 , с учетом соответствующих элементов 3-го, 4-го, ..., 

k-го столбцов матрицы 1 , завершают процесс формирования матрицы 

2 . 

Для формирования матрицы 1
2
  в описанном выше алгоритме 

необходимо осуществить замену матрицы 1  на 1
1
 , а матрицы 2  на 

1
2
 . Ниже представлены матрицы 2  и 1

2
 , полученные для случая 

2k , 

222

2222

222

2

0200
00
0000
0002
0000
000001

kkk
kkkk

kk
kkk

kk








 ,    
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21

211

1

22

1

1
2

02001
001
00001
00021
00001
000001






















kk
kkk

k
kk

k

. (3.114) 

Опуская мультииндекс нh  и раскрывая i , на основе выражений 

(3.89), (3.90) образуем из функций   l,i,i 21N  блочную вектор-строку 

 

           
        

     

  

T

l,k,

l,,kl,,
l,,kl,,l,,

l,,kl,,l,,l,,

l

0

2220
111110

0020100

2

N

NN
NNN

NNNN

N












 . (3.115) 

Для функции  ly~ , интерполирующей функцию  ly , запишем 

   222 yYly~


N ,    (3.116) 

     ly~YlY 
222

1 
NN .   (3.117) 

Эти преобразования легко реализуются на вычислительных 

ресурсах и могут применяться для вычисления изображений сложных 

двумерных функций, так как 

 222 Lyy


 ,     (3.118) 

где блочный вектор-столбец 

 
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k
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k
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k
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k
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k
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



. (3.119) 
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Приведенная структура блочного вектора 2L


 повторяет по 

форме двумерную нормированную симплексную область н (рис. 3.4), 

повернутую относительно начала координат на 90  против часовой 

стрелки. 

Привлекая соотношения (3.116) ‒ (3.119), для непрерывной 

двумерной функции  lx  можно построить операторы 

дифференцирования по переменным 1l  и 2l . Если функции  lx~  и  ly~ , 

интерполирующие функции  lx  и  ly , удовлетворяют условию 

    ly~lx~
l





1
,     (3.120) 

то получим 

     22222
1

LyLxl
l












 NN   (3.121) 

или 

     221 2 LyLxk,Дl


 ,    (3.122) 

где  k,Дl 21  ‒ квадратная размерности      



 



  21

2
121

2
1 kkkk  

матрица расширенного оператора дифференцирования двумерной 

функции по переменной 1l . Для вычисления элементов матрицы  k,Дl 21  

необходимо продифференцировать по переменной 1l  множество 

функций  l2N


 вида (3.80), найти значения элементов образовавшейся 

матрицы   212 Lll/l


N  и умножить ее на матрицу .2  Эту 

трудоемкую операцию можно упростить. 

С этой целью, предварительно обнулив все элементы матрицы 

 k,Дl 21 , заполним ее диагональ матричными блоками  k,Д 1 , 
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 11
1




k,Д
k

k ,  21
2




k,Д
k

k , …,  11,Дk , 0 , размерностью 

   11  kk , kk  ,    11  kk , …, 22 , 11 , соответственно, где 

матрицы   k,,Д 11   являются расширенными операторами 

дифференцирования одномерных функций вида (3.106). Матрица 

 k,Дl 21  является блочной нижнетреугольной. Поэтому, вычисления ее 

ненулевых блоков d  для всех    осуществляются в соответствии с 

формулой 

       



 










 

j
j

j jk,Д~
jk

kd 11
1

11 1 , (3.123) 

в которой значения весовых коэффициентов   берутся из треугольника 

Паскаля (таблица 3.4). 

Таблица 3.4. 
Весовые коэффициенты формулы (3.123) вычисления блоков матричного 

оператора  k,Дl 21  дифференцирования двумерных функций 





16152015617
151010516

146415
13314

1213
112

11
7654321 )()()()()()()( 

 

 

Матрицы   ,j)jk,(Д~  11  образуются из матриц 

   ,jjk,Д  11  путем удаления такого количества последних 

строк, при котором достигается равенство строк матриц 
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  111   ,jjk,Д~  и матрицы  11  k,Д . Кроме того, 

полученные матрицы, кроме матрицы  11 k,Д~ , дополняются справа 

нулевыми столбцами так, чтобы суммируемые с весами   матрицы 

   ,jjk,Д  11  имели одинаковое число столбцов. 

В соответствии с описанным выше алгоритмом были получены 

операторы дифференцирования  k,Дl 21 , которые для первых четырех 

значений параметра k  имеют вид 

3
1421 ),(Д l   ,,Д l

011
011
011

121





  

 

044101
022121
022121
000341
000101
000143

221










,Дl , 

 

018189092002
06661261032
06661262301
00091232662
0003031331
00031292662
000000111892
0000002361
0000001632
000000291811

2
1321















,Д l , 
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
3
1421 ),(Д l

048483603616001630003
0121218361860181210043
0121218361812180634001
0001824682424810683
00060641212412021
0006241882424838601
000000223618431218123
0000004612214641
0000002126414641
000000418362231218123
0000000000254836163
00000000003101861
000000000018081
00000000001618103
0000000000316364825
























. 

Найденные матричные операторы )k,(Дl 21  соответствуют 

оператору дифференцирования .l/ 1  Если же двумерные функции )l(x~  

и  lz~ , интерполирующие функции  lx  и  lz , удовлетворяют условию 

    lz~lx~
l





2
,    (3.125) 

то нет необходимости в специальном поиске матричных операторов 

дифференцирования  k,Дl 22 , соответствующих оператору 2l/  . 

Такие матрицы могут быть построены на основе матриц  k,Дl 21  и 

некоторых вспомогательных матриц  k,E 2 , преобразующих векторы 

2L


 вида (3.119) в векторы 2L


, вида 
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 

 

 

T

,

k
k,

k

,
k

k
k,

k

k
,

k

,
k

,

k
,

k
,

,

L 01
22

02

11

11

01

10

20

10

00

2 







 

















 









 

















 







 

 





. (3.126) 

Учитывая свойства матриц  k,E 2  ‒ 

          

  2222

1 22222 Lk,EL,Lk,EL,k,Ek,Ek,ET 
  

на основе выражения (3.125) запишем равенство 

     222 2 LzLxk,Дl


 ,    (3.127) 

в котором 

       .k,Ek,Дk,Ek,Д ll 2222 12    (3.128) 

Матрицы  k,E 2  для первых трех значений параметра k  имеют вид 

 
1

1
1

12  ,E ,  

1
1

1
1

1
1

22  ,E ,   

  .,E

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

32 
  (3.129) 
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Здесь пустые клетки соответствуют нулевым элементам. 

Матрицы  k,E 2  имеют регулярную структуру и, поэтому, построение 

алгоритмов их вычисления и их программная реализация не вызывают 

трудностей. 

Из расширенных матричных операторов дифференцирования 

 k,Дl 21  и  k,Дl 22 , путем несложных преобразований, можно получить 

операторы дифференцирования, учитывающие граничные условия. 

Обозначим вершины нормированной симплексной области н  

через  00,a  ,  01,b  ,  10  ,c  (рис.3.5). 

 
Рис. 3.5. Двумерная нормированная симплексная область. 

 

 Очевидно, задание граничных условий для оператора  k,Дl 21  

допускается на линиях bc  или ca , а для оператора  k,Дl 22  ‒ на линиях 

ab или bc . Из множества узлов интерполяции, принадлежащих этим 

линиям, составим  1k -мерные векторы 

    ,,
k

,
kk

,
k

,L
T

bc 10221111012 





 






  


  (3.130) 
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    ,,
k

,
k

,,L
T

ca 00210110102 








 






    (3.131) 

    .,,
k

,
k

,L
T

ab 010201002 












 


   (3.132) 

Алгоритм преобразования матриц  k,Дl 21  и  k,Дl 22  в 

операторы дифференцирования  k,Д bc
l 21 ,  k,Д ca

l 21  и  k,Д ab
l 22 ,  k,Д bc

l 22 , 

а также образование матриц  k,N bc
Дl 21 ,  k,N ca

Дl 21  и  k,N ab
Дl 22 ,  k,N bc

Дl 22 , 

учитывающих граничные условия  bcLx 2


,  caLx 2


,  abLx 2


, аналогичен 

описанному ранее алгоритму преобразования матриц  k,Д 1  в  k,Д b 1  и 

 k,Д a 1 , и формирования векторов  k,N b
Д 1


, )k,(N a
Д 1


, учитывающих 

краевые условия  bx ,  ax  в одномерном случае. Для двумерного 

случая в преобразованиях участвует группа строк и столбцов матриц 

 k,Дl 21  и  k,Дl 22  с номерами, определяемыми положением элементов 

векторов bcL2


, caL2


, abL2


 в векторе 2L


. Строки с такими номерами в 

указанных матрицах вычеркиваются, а столбцы объединяются в 

отдельные прямоугольные матрицы  k,N bc
Дl 21


,  k,N ca
Дl 21


,  k,N ab
Дl 22


, 

 k,N bc
Дl 22


. В результате получаем группу соотношений: 

         
         
         
          ,L/LzLxk,NL/Lxk,Д

,L/LzLxk,NL/Lxk,Д

,L/LyLxk,NL/Lxk,Д

,L/LyLxk,NL/Lxk,Д

bcbcbc
Дl

bcbc
l

ababab
Дl

abab
l

cacaca
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l

bcbcbc
Дl
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l

2222222

2222222

2221221

2221221
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















 (3.133) 

где, например, bcL/L 22


 означает, что в векторе 2L


 удалены элементы, 

содержащиеся в векторе bcL2


. Для случая 3k  соответствующие 

параметры в приведенных соотношениях имеют вид: 
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    ,,,,,L
T

ab 010
3
20

3
1002 
















     

    ,,,,,L
T

bc 10
3
2

3
1

3
1

3
2012 






 






 


    

    ,,,,,L
T

ca 00
3
10

3
20102 






 






 


     (3.134) 
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(3.139) 

Операторы дифференцирования  k,Дl 21  и  k,Дl 22  действуют 

на функции, определенные в нормированной симплексной области н  

локальной системы координат  l,0 . В случае произвольных двумерных 

 2N  симплексных подобластей m  глобальной системы координат 

 t,0  на основе равенства (3.84) получим  
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   

   
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1
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2
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1
11

2

1














l
l

t
t

  (3.140) 

и 

   

   
,

t
t

l
l

22

11
1

112
1

2

1
2

1
2

22

2

1












   (3.141) 

где              12
11

1
22

2
22

1
11


  . 

Тогда для функций  21 t,tx ,  21 t,tu ,  ,t,tv 21  определенных в 

подобласти m  и связанных между собой соотношением 

      ,t,tvt,tut,tx
tt

T
T

212121
21






   (3.142) 

запишем 

   
  .

t,tv
t,tu

t,tx

l

l

t
l

t
l

t
l

t
l

21

21
21

2

1

2

2

2

1

1

2

1

1




















   (3.143) 

Учитывая выражения (3.120), (3.122), (3.125), (3.127), (3.140) - 

(3.143), запишем 

   

   
 
     

  ,
tv
tu

tx
k,Д
k,Д

l

l









2
2

2

1
1

111
2

1

2
1

2
2

22




  (3.144) 

где вектор t


 образован из элементов вектора 2L


, преобразованных с 

помощью соотношений (3.140). 

Рассмотрим пример использования операторов  k,Дl 21  и 

 k,Дl 22  для дифференцирования функции  
15

10 21
21

ttsint,tx   в 

подобласти m  с координатами вершин (3,2), (2,4), (6,1) (рис. 3.6). 
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Рис. 3.6. Пример симплексной подобласти m  

 

Пусть 31  , 22  ,   21
1  ,   41

2  ,   62
1  ,   .12

2   Тогда в 

соответствии с (3.144) найдем 

        .txk,Дk,Дtu ll


222
5
1

21      

Для 3k , учитывая выражения (3.124), (3.137) и (3.119), (3.140), 

вычислим 

    

,

,Д,Д ll

22185490272006
42418636181096
460612182303
212021369218186
2663091393
2012312152666
418036001154276
41261224029183
46120241216216
40180036291833

10
1

32232
5
1

21

















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
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
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



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
























 

      .

,
,
,
,
,
,
,
,
,
,

tu,

,
,
,
,
,
,
,
,
,
,

tu,

,
,
,
,
,
,
,
,
,
,

tx

595382000
601900000
608120660
608120660
614040660
619658000
614040660
619658000
624968660
629971330

59537350
60189760
60812220
60811950
61404120
61965580
61404120
61965890
62497040
62997540

49911894
29956364
09788554
09788554
89418333
68855863
89418333
68855863
48111213
27194693

т 


  

Для сравнения здесь же приведен вектор  tu


т  точных значений 

искомой производной. 

 

 

 

3.7. Дифференцирование многомерных функций 
 

Описанные в предыдущем параграфе алгоритмы построения 

матриц преобразования 2 и дифференцирования  k,Дl 21  изображений 

двумерных функций используют в качестве исходных матрицы 

преобразования 1  и дифференцирования  k,Д 1  изображений 

одномерных функций. Если, вместо матриц 1  и  k,Д 1 , в качестве 

исходных взять матрицы 2  и  k,Дl 11 , то с помощью тех же 

алгоритмов можно получить матрицы преобразования 3  и 

дифференцирования  k,Дl 31  изображений трехмерных функций. 
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Изображение  HH
m
N h,,i Y  трехмерной функции  l,my  

безотносительно к индексам m , н , нh  удобно представлять в виде 

блочного вектора 

 
 
 
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 
 
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 
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 k,,

,k,
,,k

,,

,,k

,,
,,

,,
,,k

,,

,k

,,
,,

,k

,,
,,
,,

Y

N

T
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T
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









   (3.145) 

где T  ‒ символ транспонирования соответствующих блочных 

элементов;  321 i,i,i  значения элементов мультииндекса i . 

Установим связь между вектором 3Y


 и вектором  3Ly


 

равноотстоящих в нормированной области н  значений трехмерной 

функции    321 l,l,lyly   

  ,LyY 333


     (3.146) 

  ,YLy 3
1

33


     (3.147) 

где вектор 
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. (3.148) 

а матрицы преобразований 3  и 1
3
  размерности 

       



 



  321

6
1321

6
1 kkkkkk  образуются из матриц 2  и 

1
2
 . В случае 2k  эти матрицы имеют вид  
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00200000
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000000
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002000001
00200001
0000001
000000001
000002001
0000001
000000001
000000021
000000001
0000000001
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k
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k

. 

Опуская мультииндекс нh  и раскрывая i , на основе выражений 

(3.89) - (3.90) образуем из функций   l,i,i,i 321N  блочную вектор-строку  

 
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
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






 . 

Для функции  ly~ , интерполирующей функцию  ly , запишем  

    333 LyYly~


N ,   (3.149) 

     ly~YlY 
333

1 
NN .   (3.150) 

Как и двумерные преобразования Ньютона (3.116) ‒ (3.117) эти трехмерные 

преобразования легко реализуются на вычислительных ресурсах и могут 
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применяться для вычисления изображений сложных трехмерных функций. 

На их основе можно построить операторы дифференцирования функций по 

переменным 1l , 2l , 3l . 

Если функции  lx~  и  ly~ , интерполирующие функции  lx  и  ly , 

удовлетворяют условию 

    ly~lx~
l





1
,     (3.151) 

то 

     33333
1

LyLxl
l


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







 NN    (3.152) 

или 

     ,LyLxk,Дl 331 3


     (3.153) 

где  k,Дl 31  ‒ квадратная размерности 

       



 



  321

6
1321

6
1 kkkkkk  матрица расширенного 

оператора дифференцирования трехмерных функций по переменной 1l . 

Формально, для вычисления элементов матрицы  k,Дl 31  необходимо 

продифференцировать по переменной 1l  множество  l3N


 функций вида 

(3.80), найти значения элементов образовавшейся матрицы   313 Lll/l


N и 

умножить последнюю на матрицу 3 . Такая трудоемкая процедура может 

быть заменена описанным выше алгоритмом вычисления матриц  k,Дl 21  по 

матрицам  k,Д 1 , если в нем осуществить замену матриц  k,Д 1  на  k,Дl 21 . 

Полученные таким образом операторы дифференцирования  )k,Дl 31  для 

первых трех значений параметра k  имеют вид 
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Операторы дифференцирования  k,Дl 32  и  k,Дl 33  могут быть 

построены на основе оператора  k,Дl 31  и вспомогательных матриц  k,E 3  

и  k,E 3  таких, что  

       
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  (3.154) 

Матрицы  k,E 3  образуются из матриц  k,E 2  вида (3.129): 
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а матрицы  k,E 3  могут быть образованы из матриц  k,E 3 . Обе матрицы 

используются для преобразования вектора 3L


 вида (3.148) в векторы  
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Для учета граничных условий в соотношениях, содержащих 

операторы дифференцирования трехмерных функций, осуществляются 

преобразования матриц  k,Дl 31 ,  k,Дl 32 ,  k,Дl 33 , аналогичные 

описанным ранее преобразованиям матриц  k,Дl 21 ,  k,Дl 22 . 

Особенностью трехмерного случая является возможность задания граничных 

условий на соответствующих поверхностях, ограничивающих 

нормированную симплексную область н . 

Обращаясь к равенству (3.84), для трехмерного случая ( 3N ) 

произвольной симплексной подобласти m  глобальной системы координат 

 t,0  запишем 
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Тогда для функций  321 t,t,tx ,  321 t,t,tu ,  321 t,t,tv ,  321 t,t,tw , определенных 

в подобласти m  и связанных между собой соотношением 
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получим 
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где вектор t


 сформирован из элементов вектора 3L


, преобразованных с 

помощью соотношения (3.159); матричные операторы дифференцирования 

1tД , 2tД , 3tД , действующие в глобальной системе координат  t,0 , связаны 

с операторами  k,Дl 31 ,  k,Дl 32 ,  k,Дl 33  локальной системы координат 

 l,0  соотношением 
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Это соотношение обеспечивает переход от заранее сформированных 

и неизменных матричных операторов дифференцирования функций в 

нормированной области н  к операторам дифференцирования функций в 

произвольной по форме симплексной подобласти m  с вершинами в точках 
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1   глобальной системы 

координат. 

Основываясь на матричных операторах 1tД , 2tД , 3tД  легко 

конструировать более сложные дифференциальные операторы, действующие 

в скалярных и векторных полях. 

Если задано скалярное поле  321 t,t,tuu  ,  то его градиенту 
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соответствует выражение 
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где 1e , 2e , 3e  ‒ единичные орты. 

Для векторного поля  
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соответствует выражение 
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а соотношению 
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соответствует выражение 
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В заключение отметим, что алгоритмы построения операторов 

дифференцирования реализуются на множестве целых чисел и обладают 

свойством вложенности. Такие алгоритмы позволяют строить операторы 

дифференцирования  1N -мерных функций из операторов 

дифференцирования N -мерных функций. Аналогичным способом можно 

построить операторы интегрирования, соответствующие параметрическим, 

криволинейным, контурным, поверхностным и объемным интегралам. 

Преобразование локальной системы координат в глобальную обеспечивает 

применимость операторов для произвольной симплексной области. 

Полученные численные операторные соотношения имеют k -й порядок 

полиномиальной точности и могут быть эффективно реализованы в 

прикладном программном обеспечении не только универсального назначения 

– для решения краевых задач для уравнений в частных производных, – но и 

специального назначения – для решения задач моделирования 

энергетических систем.  
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4. АНАЛИЗ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ С ПОМОЩЬЮ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ НЬЮТОНА 

 

4.1. Численная операторная форма уравнений цепи с 

сосредоточенными параметрами 

 

В энергетической цепи с сосредоточенными параметрами связь 

последовательных и параллельных переменных для резистивных, емкостных 

и индуктивных элементов устанавливается следующими соотношениями 
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где R , G , C , L  ‒ матричные сопротивление, проводимость, емкость, 

индуктивность;  tu  и  ti


 ‒ вектор-функции параллельных и 

последовательных переменных соответственно. 

Для цепей с постоянными параметрами уравнения (4.1) можно 

записать в виде 
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Здесь функции  sU


 и  sI


 являются изображениями по Лапласу функций 

 tu  и  ti


 соответственно. В отличие от уравнений (4.1) уравнения (4.2) не 

содержат операторов дифференцирования и интегрирования. Операторы 

  1Cs , Cs , Ls  и   1Ls  характеризуют адмиттансы и импедансы 

емкостных и индуктивных элементов, что значительно упрощает анализ 

энергетических цепей [23‒25, 70, 75, 82,108, 124, 200, 209, 241]. 

Такую возможность дают преобразования Ньютона. С помощью 

соотношений (3.4) ‒ (3.6), (3.24), (3.41) ‒ (3.42), (3.102) уравнения (4.1) можно 

представить в виде 
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где  
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Блочно-диагональные матрицы mR , mG , mL , mC  определяются 

диагональными элементами 
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Блочные элементы матриц  mkД ,  mkИ  и векторов  mД kN


,  mИ kN


 

образованы из соответствующих элементов матриц  mkД ,  mkИ  и 

векторов  mД kN 


,  mИ kN 


 путем умножения этих элементов на единичную 

матрицу, размерность которой определяется размерностью векторов  tu


 и 

 ti


. 

Соотношения (4.3), в отличие от соотношений (4.2), пригодны для 

описания нелинейности резистивных, емкостных и индуктивных элементов. 

В качестве примера рассмотрим некоторую энергетическую цепь, состоящую 

из последовательно соединенных источника параллельных переменных  te


 

и нелинейных индуктивности   tiL


, емкости   tuC c , резистора   tiR


. 

В соответствии со вторым законом Кирхгофа получим 

       tetututu RCL 
 ,    (4.4) 

где 

       

            .
dt

tidiLtu,tiiRtu

,udiuCtu

LR

cC
t

C








   0
0

1 
   (4.5) 

Из соотношений (4.1), (4.3) ‒ (4.5) следуют равенства 



175 

      
      

        ,kukH

,kiH

kH

mИm
C

m
C
mmmm

c
m

mДmmmmm

C
mmmmmmmm

NiuCИu

NiLe

uiiRДiL

1
1

1
1

1
























  (4.6) 

где 

   
T

m
m

m
mmmmmm H

k
keHkee 







 
  11 





e ,   

       






























 
 

m
m

m
mmmmmmm H

k
kiR,,HkiR,iRidiag 11 





R ,  

       






























 
 

m
m

m
mmmmmmm H

k
kiL,,HkiL,iLidiag 11 





L ,  

       






























 
 

m
m

m
mmmmmmm H

k
kuC,,HkuC,uCudiag 11 




C . 

Система нелинейных алгебраических уравнений вида (4.6) решается 

последовательно на первом подынтервале  10 ,  длиной 1H , на втором 

подынтервале  21  ,  длиной 2H  и т.д. до тех пор, пока не будет перекрыт 

требуемый интервал  T,0 . Очевидно, численные схемы, порождаемые 

соотношением (4.6), могут иметь различные порядки аппроксимации mk  на 

подынтервалах  mm , 1 . При этом легко учесть начальные условия 

 1m
Cu 


 и  1mi 


, начиная вычисления с заданных значений  0Cu


 и  0i


, а 

затем используя значения  1m
cu 


 и  1mi 


 с предыдущего подынтервала 

 12  mm , . Как отмечалось выше такая вычислительная процедура является 

устойчивой по начальным данным. 

Сопоставляя соотношения (4.2) и (4.3) легко усмотреть аналогию 

между операторами   1sC , sC , sL ,   1sL  и операторами   1
mmm kH CИ , 
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 mmm kH ДC1 ,  mmm kH ДL1 ,   1
mmm kH LИ . Первая группа операторов 

характеризует комплексные проводимости и сопротивления индуктивных и 

емкостных элементов энергетической цепи. Вторая ‒ характеризует 

матричные проводимости и сопротивления этих же элементов. 

Обратимся теперь к уравнениям (4.4), (4,5) и рассмотрим случай, 

когда R , L , C  являются матричными константами. Полагая начальные 

условия равными нулю, запишем 

     sEsIRCssL


  11     (4.7) 

или 

        RCssLsZ,sEsIsZ   11
.   (4.8) 

При тех же условиях преобразования Ньютона приводят к соотношениям  

     mmmmmmmmm kHkH eiRCИДL


  11   (4.9) 

или 

    mmmmmmmmmmm kHkH, RCИДLZeiZ   11
 (4.10) 

Здесь видна аналогия между комплексным сопротивлением  sZ  и 

матричным сопротивлением mZ . 

Следовательно, уравнения вида (4.3), (4.6) и (4.9) относятся к 

численным операторным уравнениям. Они, определяя блочные численные 

схемы, сохраняют операторную форму. 
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4.2. Определящая матрица цепи 

 

Понятие определяющей матрицы G  линейной динамической 

системы введено в работе [27]. Там же показано, что для ступенчатых 

изображений она является аналогом коэффициента передачи  sG . Эта 

матрица, как функция  sG , строится по коэффициентам дифференциального 

уравнения и позволяет исследовать динамическую систему независимо от 

возмущающих воздействий. В частности, с помощью определяющей 

матрицы можно получить импульсную реакцию или переходную функцию 

энергетической цепи. 

Найдем определяющую матрицу G , порождаемую 

преобразованиями Ньютона, для чего обратимся к простейшему линейному 

дифференциальному уравнению вида 

    000 0   ,xx,T,t,fxx .    (4.11) 

Функцию  txx   будем рассматривать как реакцию энергетической цепи на 

воздействие  tff  . 

Преобразуя уравнение (4.11) в соответствии с выражениями (3.14), 

(3.24) и привлекая соотношение (3.41), запишем соотношения 

 
 

 
 

 
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 
  1
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Д
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x

x
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







































 (4.12) 

или 

NxxДx


0 .    (4.13) 
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Таким образом, 

NxfxxД


0  ,   (4.14) 

а также 

Nxfx


GG 0 ,    (4.15) 

где 

  1 EД G       

В блочно-диагональной матрице Д  векторы  mДmm kNHN 
1  

располагаются над первыми столбцами соответствующих матриц 

 mmm kДHД
1

1


  . 

Используя преобразование Лапласа для решения уравнения (4.11), 

получим равенства 

      txsXssX L0 ,    (4.16) 

          txssFssX  L0
11   ,   (4.17) 

где изображения  sX  и  sF  функций  tx  и  tf  определены с помощью 

(2.2), а    1tL  [160]. 

Сопоставим соотношения (4.13) ‒ (4.15) с соотношениями (4.16) ‒ 

(4.17) и установим взаимно однозначное соответствие между 

преобразованиями Лапласа и Ньютона: 

      
      .EДsGs,Дs

,Nt,fsF,xsX
11  







G

 L
  (4.18) 

Из выражения    Nt


L  следует, что вектор N


 определяется 

изображением  -функции в преобразованиях Ньютона. Докажем это 

утверждение. 

Все элементы вектора N


 нулевые, за исключением одного 

 1
1

11 kNHN Д



 . Это означает, что на всем отрезке  T,0  кусочно-
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непрерывная функция  t~ , аппроксимирующая  t , не равна нулю только 

на интервале    11 00 H,,  . На этом интервале функция  t~  равна функции 

 t,1 , которая является интерполяционным многочленом Ньютона  11 k -го 

порядка. Узлы интерполяции функции  t~  содержатся в векторе 

 1
1

1 kNH Д



 . Виды функций  t~  для первых пяти значений 1k  приведены на 

рис 4.1. Функции  t,m  получены с помощью преобразований Ньютона 

(3.25) ‒ (3.26), которые в этом случае принимают форму 

  












,m,
,m,kNH~ Д

mmm 10
1ПП 1

1
11 


    (4.19) 

        












.m,
,m,kNHttt,m Д

mm 10
1П 1

1
111 


 NN  (4.20) 

Здесь вектор-функция  t
1N  образована из  t1N  удалением  11 k -го 

элемента, а матрица 
1П  получена из 1П  вычеркиванием  11 k -й строки и 

 11 k -го столбца. 

Функция  t~  удовлетворяет условиям 

     







tt~lim,dtt~
H


01

1 .    (4.21) 

Следовательно, вектор N


 в состоянии (4.13) представляет изображение  -

функции в преобразованиях Ньютона. 

При необходимости получения импульсной реакции системы g


 

достаточно построить определяющую матрицу G  и найти соответствующий 

порядку интерполяции 1k  вектор N


. Тогда g


 будет определяться 

выражением 

Ng


G .     (4.22) 
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Рис. 4.1. Аппроксимация δ-функции в преобразованиях Ньютона  
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Соотношения (4.18) и (4.22) могут быть использованы для 

приближенного перехода от функции  sG  к функции  tg . Это обращение 

легко осуществить численно с использованием компьютерных вычислений. 

Покажем это на примере функции 

      tcossG,
s

ssG 


 1
2 1

L .   (4.23) 

Полагая 1M , 11 k , 201 ,H  , найдем 

 
         .,,gNHДEДsG
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Пусть 1M , 21 k , 201 ,H  . Тогда 

 

        
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Если 1M , 31 k , 201 ,H  , то 

 

      
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

   

Сопоставление вычисленных значений с точными показывает, что 

относительная ошибка  1kотн  достигает следующих значений 

  %,отн 911  ,   %,отн 011702  ,   %,отн 000603  . 

Следовательно, при фиксированном 1H  путем увеличения порядка 

интерполяции 1k  можно достичь высокой точности обращения функции 

 sG . 
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4.3. Исследование энергетических цепей с вентилями 

 

При моделировании энергетических цепей, содержащих 

коммутирующие устройства такие, как вентили, тиристоры, краны, запорную 

арматуру, необходимо решать дифференциальные уравнение, правая часть 

которых, либо частные производные по переменным состояния, терпят 

разрывы первого рода. Трудности решения таких уравнений 

обусловливаются неопределенностью во времени моментов коммутации, т.е. 

моментов времени, в которых правая часть системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений первого порядка теряет гладкость [263]. 

Использование численных методов, основанных на преобразованиях 

Ньютона, позволяет преодолеть эти трудности. Особая роль здесь 

принадлежит обратному преобразованию вида (3.15), которое позволяет на 

каждом подынтервале  mm , 1  по найденным дискретным значениям mu


 и 

mi


 приближенно восстановить вектор-функции параллельных и 

последовательных переменных в виде соответствующих интерполяционных 

полиномов Ньютона  t,mu


 и  t,mi


 mk -го порядка. С помощью 

континуальных форм решения уравнений легко определить ближайший к 

точке 1m  подынтервала  mm , 1  момент коммутации k , если таковой 

имеется. Для этого достаточно каким-либо методом, например, методом 

Ньютона, найти корни функциональной системы уравнений вида 

     0t,t,mi,t,mu


 , где  ,,t mm  1  -вектор контролируемых 

параметров, определяющих моменты коммутации. Найденный среди корней 



183 

момент коммутации k  позволяет продолжить численное решение системы 

дифференциальных уравнений на подынтервале  mk ,  с измененной правой 

частью. При этом условия сопряжения переменных  0k,mu 


,  0k,mi 


 и 

 0k,mu 


,  0k,mi 


 следует выводить из законов коммутации, 

учитывающих физические явления в элементах энергетической цепи. 

Описанный подход был использован при анализе переходных 

процессов в блоке питания электрофильтра газоочистки [263]. Эквивалентная 

электрическая схема блока питания приведена на рис. 4.2. Переходные 

процессы в схеме описываются системой дифференциальных уравнений вида 

 
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


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
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di
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,iC
dt

du
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ф21фпф

ф
1

2
ф

ф
1

1
п

    (4.24) 

Начальные условия определяются зарядами на накопительной емкости 1C  и 

на емкости электрофильтра 2C : 

      0050010 ффп  i,,u,u .    (4.25) 

Состояния ключа описываются выражением   

  ф1
2
1 isignK  .      (4.26) 

В соответствии с выражениями (3.14), (3.24) и (3.41) система 

уравнений (4.24) принимает вид 
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 (4.27) 

а начальные условия (4.25) определяются равенствами 

      .,i,,,u,,u 0150111 0ф0ф0п      (4.28) 

В соотношениях (4.27) ‒ (4.28) ,,m 21 ; 00  ; 1 mmmH  . Моменты 

k  коммутации ключа определяются из уравнения 

       0ф t,mi   при   mm ,t  1      

или,  учитывая (3.26),  из уравнения 

  0ф mm It


N   при   1 mm ,t  ,   (4.29) 

где фф П mm iI


 . Вектор фmi


 образуется из вектора  mi 
ф  добавлением 

элемента  1mФ ,mi  . 

R1

L1

C1

I(t)

uп

K

R2 L2

iф

C2

uф

 
Рис. 4.2. Эквивалентная схема блока питания электрофильтра газоочистки 
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Результаты расчета переходного процесса показаны на рис. 4.3. 

Компьютерное моделирование осуществлялось для следующих значений 

параметров численной схемы: 121,m  , 2mk , cHm
5102  , 

мкФ,C 301  , мкФ,С 0702  , мГн,L 331  , мГнL 452  , OмR 261  , 

OмR 332  . В ходе расчета были определены моменты коммутации ключа 

c,k
5

1 1017654   и c,k
4

2 1006722  . Для сравнения приведем моменты 

коммутации, полученные при аналитическом решении задачи (4.24) ‒ (4.26): 

c,k
5

1 1029954   и c,k
5

2 1007512  . Очевидно, что при необходимости 

повысить точность решения задачи, следует уменьшать величину mH  и 

увеличивать порядок аппроксимации mk . Контроль точности решения 

осуществляется по допустимым абсолютным погрешностям пu , фu  и 

фi , которые лишь косвенным образом определяют погрешность k . 

2

1

3

4

5

6

i•10-3, A
u, B

uф

‒ uп

1 2

iф

t •10-4, c

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

 
Рис. 4.3. Результаты моделирования переходных процессов в блоке питания 

электрофильтра газоочистки
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4.4. Численные операторы для расчета цепей с 

распределенными параметрами 

 

Преобразования Ньютона для уравнений в частных производных 

выполняются независимо по временной и пространственным координатам. 

Покажем это на примере уравнений (1.64) системы уравнений (1.62) ‒ (1.64). 

Безотносительно к индексу n  исходную систему уравнений запишем в виде 

 
 

 
 

 
 t,xi

t,xu
tKC

LK
t,xi
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Kg
rK

t,xi
t,xu

x t
i

t
u

i

u 


















 ,  (4.30) 

где матричные параметры uK , r , g , iK , t
uK , L , C , t

iK  могут быть 

функциями от  t,xu


,  t,xi


, x  и t . 

Выполняя преобразования по независимой переменной x , разделим 

область определения, которая задана отрезком  l,0 , на 0  частей так, чтобы 

функции  t,xu


 и  t,xi


 можно было с необходимой точностью приблизить 

полиномами k -го порядка  t,xu


 и  t,xi


, где   01 1 ,,x,xx   . Тогда, 

используя обозначения    t,xu
x

t,xu
x







  и    t,xi
x

t,xi
x







 , а также 

выражения (3.84) ‒ (3.86), (3.100) ‒ (3.106), запишем 
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  (4.31) 

и 
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,  (4.32) 

 

где 1  xxH . Очевидно, в точках x  деления отрезка  l,0  на части 

выражения (4.31) ‒ (4.32) определяют частные производные  t,xux 


 и 

 t,xix 


 дважды ‒ слева и справа от x . Для однозначного определения 

производных в этих точках воспользуемся их средними значениями 

      t,xut,xut,xu xxx 00
2
1  

 ,   (4.33) 

      t,xit,xit,xi xxx 00
2
1

 


.   (4.34) 

Здесь производные  t,xux 0


 и  t,xix 0


 вычисляются путем 

дифференцирования полиномов  t,xu


 и  t,xi


, а производные  t,xux 0


 

и  t,xix 0


 ‒ дифференцированием полиномов  t,xu 1


 и  t,xi 1


. 

Из соотношений (4.31) ‒ (4.34) легко получить результирующий 

оператор xД  дифференцирования изображений  tu


 и  ti


 по 
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пространственной координате x . Очевидно матрица xД  имеет блочно-

диагональную структуру вида 

 

 

 

, (4.35) 

 

 

 

где заштрихованы строки, в которых элементы матриц   k,ДH 11  делятся 

на два, а диагональные элементы, находящиеся на пересечении соседних 

матриц, равны полусумме соответствующих элементов этих матриц. Таким 

образом учитываются условия (4.33) ‒ (4.34) и условия непрерывности 

функций  t,xu


 и  t,xi


 внутри отрезка  l,0 . 

Используя оператор xД , запишем равенства 

   tДt xx uu


  и    tДt xx ii


 .   (4.36) 

Здесь функции  txu


,  tu


,  txi


,  ti


 или, безотносительно,  tf
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определяются выражением 
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где  t,xff  , а T  ‒ символ транспонирования вектора по блочным 

элементам. 

В частном случае, когда 1k  и HH   для 01 , , матрица xД  

имеет вид 
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2
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2
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2
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2
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1

0011

1










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
HД x ,  (4.38) 

а соотношения (4.36) определяют широко известную аппроксимацию 

производных центральными разностями внутри отрезка  l,0  и 

направленными разностями на его границах. Выбором определенных 

значений k  и H  можно существенно повысить точность аппроксимации. 

Преобразуя по x  систему уравнений (4.30) и используя равенства 

(4.36), запишем 
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dt
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i
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i
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где диагональные матрицы uK , r , g , iK , t
uK , L , C , t

iK  или, 

безотносительно,   составлены из элементов, которые могут быть получены 

из выражения (4.37) заменой  tf


 на  tdiag  , а  t,xff   на 

    t,x,t,xi,t,xu


  . 

Привлекая соотношения (3.14), (3.24) и (3.41), преобразуем по t  

систему обыкновенных дифференциальных уравнений (4.39) к виду 
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Здесь 1 mmmh  , M,m 1 , 
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, (4.41) 

а элементы матрицы  mt kД


 и вектора  mД kN
t
  образованы из 

соответствующих элементов матрицы  mkД


 и вектора  mД kN
t
  путем их 

умножения на единичные матрицы, размерность которых совпадает с 

размерностью векторов  tu


 и  ti


. В отличие от диагональных матриц uK , 

r , g , iK , t
uK , L , C , t

iK  или, безотносительно,   с диагональными 

элементами  tdiag  , диагональные матрицы вида   составлены из 

элементов  tdiag


 , где 
T

m
m

m
m

m

m
mm h

k
k

k
ht 1

  


. 

В операторном уравнении (4.40) учтены начальные условия  1mu


 

и  1mi


 и не учтены граничные условия, которые могут быть заданы по 

последовательным и параллельным переменным на границах отрезка  l,0  

пространственной координаты x . Так как граничные условия в исходной 

системе уравнений (4.30) удовлетворяют уравнениям (1.62) ‒ (1.63), то они 

заранее неизвестны. Поэтому их можно считать заданными параметрически. 

Для определенности будем полагать параметрически заданными 
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параллельные переменные  t,u 0


 и  t,lu


. Тогда, вычеркнув в системе 

алгебраических уравнений (4.40) строки с номерами, соответствующие 

номерам элементов 
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в векторе  t


u , преобразуем систему уравнений (4.40) к виду 
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где матрицы 11A , …, 22A  и блочные векторы 11B , ..., 23B  образованы из 

соответствующих матриц и векторов уравнения (4.40), а вектор  t


u  

отличается от вектора  t


u  тем, что в нем отсутствуют элементы, 

образующие векторы граничных условий  tu


0  и  tul


. Линеаризуя систему 

алгебраических уравнений (4.43) и решая ее относительно неизвестных  t


u  

и  ti


, получаем искомое операторное соотношение 
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Здесь векторы  ti


0  и  til


 по структуре тождественны векторам  tu


0  и 

 tul


. Матрицы проводимостей 00Y , lY0 , 0lY , llY  и векторы 

последовательных переменных 0I


 и lI


 определяются в ходе преобразований 

системы уравнений (4.43) в систему уравнений (4.44). 
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Таким образом, в процессе покоординатных преобразований системы 

уравнений (4.30) строится численная схема аппроксимационного порядка k  

по x  и аппроксимационного порядка mk  по t , согласованная с начальными 

и граничными условиями, которые могут быть заданы параметрическим 

способом. Это позволяет исключить в алгебраизованных уравнениях 

неизвестные, определенные на внутренней части отрезка  l,0 , и установить 

непосредственную связь между граничными значениями последовательных и 

параллельных переменных. 

Численное операторное уравнение (4.44) содержит Y -параметры 

некоторого четырехполюсника. При необходимости это уравнение может 

быть разрешено относительно переменных  tu


0  и  tul


. Тогда 

четырехполюсник будет характеризоваться Z -параметрами. Аналогично 

могут быть получены и другие, смешанные формы операторных уравнений. 

Все они значительно упрощают процесс формирования уравнений 

энергетической цепи с распределенными параметрами. 

В частности, при параллельном соединении элементов (рис. 4.4) 

целесообразно использовать уравнения (4.44) вида 

1

2

N
 

Рис. 4.4. Параллельное соединение элементов энергетической цепи с 

распределенными параметрами. 
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где n  ‒ номер элемента. Тогда, исходя из условий (1.62) ‒ (1.63), легко 

получить операторное уравнение цепи 
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В случае последовательного соединения элементов (рис. 4.5) 

уравнения (4.44) преобразуются к виду 
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где 
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Тогда операторное уравнение цепи определяется выражением 
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 (4.48) 

Операторная форма уравнений элементов вида (4.45) является 

универсальной и при использовании метода узловых параллельных 

переменных приводит к системе балансовых уравнений в узлах 

энергетической цепи произвольной топологии. Этот метод аналогичен 

методу узловых напряжений. Методы, аналогичные методу контурных токов, 

в энергетических цепях с распределенныими параметрами не используются, 
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так как необходимое для этого условие    titi l


0  как правило не 

выполняется. Особенности формирования операторных уравнений для 

решения задач моделирования переходных процессов в линиях 

электропередачи и в трубопроводах представлены в следующих параграфах. 

1

2

N

 
Рис. 4.5. Последовательное соединение элементов энергетической цепи с 

распределенными параметрами 
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4.5. Расчет переходных режимов в линиях 

электропередачи 

 

Математическая модель линии электропередачи имеет вид  
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,
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   (4.49) 

где удельные сопротивления r , проводимость утечки g , индуктивность L  и 

емкость C  ‒ параметры линии. 

Полагая параметры постоянными, получим операторное уравнение 

линии, как элемента некоторой энергетической цепи. 

Разделим отрезок  l,0  области определения пространственной 

независимой переменной x  на две равные части и осуществим 

преобразование системы уравнений (4.49) по x  для 2k . Учитывая 

соотношения (4.31) ‒ (4.39), запишем 
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   (4.50) 

 

где 
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Используя соотношения (3.14), (3.24) и (3.41) при 2mk , 
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 (4.51) 

Здесь   21 /H mmm   ; m  и 1m  являются точками дискретизации 

временной координаты t . 

Для учета граничных условий в системе уравнений (4.51) 

необходимо вычеркнуть строки с номерами 1, 5, 6 и 10,  т.е. те строки, 

которые соответствуют номерам граничных элементов  m,lu  ,  m,u 0  и 

 mm H,lu  ,  mm H,u 0  в векторе     T
mmm H uu


. В результате 

система уравнений (4.51) примет вид 
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Система алгебраических уравнений (4.52) ‒ (4.55) содержит 

граничные параметры в правой части. Решая ее при заданных начальных 

условиях  1mu


 и  1mi


, легко установить, что  
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Соотношение (4.57) является искомым операторным уравнением 

длинной линии. Использование таких уравнений значительно упрощает 

процедуру формирования балансовых соотношений в узлах электрической 

цепи произвольной топологической структуры. Покажем это на примере 

формирования системы уравнений электрической цепи, изображенной на 

рис. 4.6. Для этого воспользуемся операторными уравнениями элементов 

вида (4.3) и (4.57), т.е. 

CR2R1
I

u2u1 u31-я линия 2-я линия

 
Рис. 4.6. Пример электрической цепи с распределенными и 

сосредоточенными параметрами. 
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В соответствии с первым законом Кирхгофа система балансовых уравнений в 

узлах имеет вид 
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В результате ее решения оказывается возможным определить граничные 

значения напряжений 1u , 2u , 3u , по которым, после подстановки в 

соотношения (4.58), установить граничные значения токов 01i


, 1li


, 02i


, 2li


, а 

после подстановки в системы уравнений вида (4.52) ‒ (4.55) ‒ определить 

значения токов и напряжений внутри линий. В заключение отметим, что 

такой подход отличается от известных методов макромоделирования 

длинных линий [92] и синтетических схем [274], поскольку обеспечивает 

высокую точность аппроксимации частных производных при алгебраизации 

исходных уравнений вида (4.49). 
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4.6. Исследование нестационарных процессов движения 

газа в трубе постоянного диаметра 

 

Обратимся теперь к системе трех нелинейных дифференциальных 

уравнений (1.46), которые описывают нестационарное неизотермическое 

течение газа в трубопроводе. Запишем эту систему уравнений в компактной 

форме 

 l,x,t,F
xt

00 





  ,    (4.59) 

где  W  ,  W  ,  WFF   ‒ нелинейные вектор-функции от 

искомых переменных  t,xM  ‒ массового расхода,  t,xp  ‒ давления и 

 t,xT  ‒ температуры газа, образующих вектор-функцию  t,xW . 

Уравнение (4.59) дополняется начальным условием  0,xW  и 

граничным условием  tWГ , которое определяется направлением движения 

газа: 
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Алгебраизация уравнения (4.59) осуществляется покоординатно в 

два этапа. 

На первом этапе это уравнение преобразуется по временной 

координате. Для этого привлекаются соотношения (3.14), (3.24) и (3.41). 

Полагая, например, 2mk , запишем  
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где   21 /H mmt   . 

На втором этапе преобразуем уравнение (4.61) по пространственной 

координате. С этой целью воспользуемся соотношениями (4.31) ‒ (4.32) при 
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   (4.62) 

При необходимости погрешность аппроксимации уравнения (4.61) 

уравнением (4.62) может быть уменьшена не только увеличением порядка 

аппроксимации k , но и путем деления отрезка  l,0  на части с применением 

описанного выше способа дискретизации на каждом отрезке. 

В дискретном уравнении (4.62) учет граничных условий (4.60) 

осуществляется после его линеаризации относительно решения, найденного 

на предыдущей итерации. В результате параметрического задания  tWГ  и 

исключения «внутренних» неизвестных получаем операторное уравнение 

вида  

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
  ,I

H,lT
,lT

H,lp
,lp

H,T
,T

H,p
,p

Y

H,lE
,lE

H,lM
,lM

H,E
,E

H,M
,М

T

tm

m

tm

m

tm

m

tm

m

T

tm

m

tm

m

tm

m

mm

m



































0
0

0
0

0
0

0
0

  (4.63) 

где  

Tнkф ITIIIkII


   .    (4.64) 

Уравнение (4.63) связывает потоки масс M  и энергий MTE   на входе и 

выходе трубы с давлениями p  и температурами T  на границах. Квадратная 

матрица Y  размерности 88  и 8-мерные векторы Tk I,I,I,I,I


  

определяются в процессе преобразований уравнения (4.62) к виду (4.63). 
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Операторное уравнение (4.63) значительно облегчает решение 

прямых и обратных задач газовой динамики [268 ‒ 270]. 

В прямых задачах известны коэффициенты фk ,  ,  , нT , а также 

векторы  0,xW  и  tWГ , определяющие начальные и граничные условия. 

Задача состоит в определении функции  t,xW  при 0t . Для этого в 

уравнении (4.63) учитываются значения  mГW   и  tmГ HW   и 

определяются значения параметров газового потока на границах трубы: 

 m,W 0 ,  tm H,W 0 ,  m,lW  ,  tm H,lW  . Затем используется 

уравнение (4.62) в линеаризованном относительно  t,xW  виде и 

определяются «внутренние» значения параметров газового потока ‒ 

 m,/lW 32 ,  tm H,/lW 32 ,  m,/lW 3 ,  tm H,/lW 3 . 

В обратных задачах задаются измеренные значения  m,W 0 , 

 tm H,W  0 ,  10  m,W  ,   и  m,lW  ,  tm H,lW   ,  1 m,lW  ,   . 

Искомыми являются функции  t,xW , коэффициенты  ,   и параметры фk , 

нT , удовлетворяющие уравнению (4.59) и условию 
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Здесь норма разности векторов определяется выражением 
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в котором весовые коэффициенты Ea , Pa  и Ta  удовлетворяют уравнениям 
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Величины НM , НE , НP , НT  и допM , допЕ , допР , допТ  задают 

номинальные значения параметров газового потока и допустимые 

погрешности их измерения. 

Условие (4.65) обеспечивает адекватность математической модели 

(4.59) процессу, информация о котором поступает в виде временных 

последовательностей   ,W 0  и   ,lW . Очевидно, существуют границы 

«окна», скользящего по временной оси, в пределах которого информацию о 

реальном процессе необходимо учитывать. Ширина этого  «окна»   

определяется временем переходного процесса в трубе и составляет несколько 

часов для трубопровода длиной 100 км и диаметром (1200 ‒ 1400) мм. В ряде 

случаев можно ограничиться величиной  421  mm  ч. 

Преобразование системы уравнений одномерной газовой динамики 

вида (4.59) к операторному уравнению вида (4.63) позволяет осуществить 

переход от задачи минимизации квадратичного функционала (4.65) к задаче 

решения соответствующей линейной системы алгебраических уравнений. 

Ниже приводятся некоторые результаты решения прямой и обратной 

задач моделирования режимов течения газа в трубе. 

Задача перекрытия трубы длиной 150,1 км диаметром 1200 мм при 

коэффициенте гидравлического сопротивления  =0,0101 и коэффициенте 

теплопередачи 61ф ,k  Вт/м K2 . Температура грунта K,T 15288н  . Профиль 

прокладки трубопровода горизонтальный, т.е. 0dx/dh . При нормальных 

условиях плотность транспортируемого газа относительно плотности воздуха 

составляет 0,6.  

Исходный режим течения газа стационарный. Он определяется 

граничными значениями давления   5100  ,p атм, температуры 

  K,,T 1531400   и массового расхода   652780 ,,lM  кг/с. При 0t  

граничные значения по давлению и температуре остаются низменными, т.е. 
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  510 t,p  атм,   K,t,T 153140  , а граничное значение по массовому 

расходу изменяется: при 10t  мин   65100,t,lM   кг/с, при 20t  мин 

  1t,lM  кг/с. 

Результаты решения этой задачи отражены на рис. 4.7. 

Вычислительный эксперимент проводился при 2mk , 4k , 

10tH  мин. Эксперимент показал, что увеличение порядков аппроксимации 

частных производных позволяет увеличить шаг дискретизации временной и 

пространственной координат, не снижая точности решения задачи и сохраняя 

устойчивость вычислений. Число итераций при решении систем нелинейных 

алгебраических уравнений не превышает 43 . Исключение «внутренних» 

неизвестных обеспечивает понижение размерности решаемых систем 

линеаризованных алгебраических уравнений с 30 до 8. 
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Рис. 4.7. Результаты решения задачи перекрытия трубопровода. 
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Обратная задача по адаптации математической модели (4.59) в 

соответствии с условием (4.65) для случая, когда минимизация 

соответствующего функционала осуществляется только по граничным 

условиям, т.е. по функции  tWГ . Остальные исходные данные этой задачи 

совпадают с исходными данными задачи перекрытия трубы. На рис. 4.8, а, б 

и в представлены значения функций 

     t,T,t,P,t,lM TTT 00       

измеренные значения 

     t,T,t,P,t,lM 00         

а также оценочные значения, полученные в результате адаптации  

     t,T,t,P,t,lM 00 ООО       

Они обозначены соответственно «T» ‒ точные, « » ‒ измеренные, «О» ‒ 

оценочные. 
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Рис. 4.8. Результаты решения обратной задачи течения газа в трубопроводе – 

оценивание граничных условий по измеренным данным 

Вычислительный эксперимент проводился при 2mk , 4k , 

чH t 1 . Анализ решений обратной задачи показывает, что при адаптации 

математической модели (4.59) осуществляется фильтрация «грубых» 

погрешностей измерений, длительность которых соизмерима с шириной 

временного «окна» tH2 . При этом уровень систематических 

погрешностей измерений остается практически неизменным. 

В заключение вновь обратимся к операторному уравнению (4.63) и 

запишем его относительно последовательных и параллельных переменных 
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 (4.68) 

где введены обозначения для 

.Tpu,EMi,III,
YY
YY

Y TTT
l

lll

l  


0
0

000   

Соотношение (4.68), подобное соотношению (4.56), значительно упрощает 

процедуру формирования соотношений в узлах газотранспортной сети 

произвольной топологической структуры. Подробно эти вопросы 

обсуждаются ниже. 
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4.7. Законы сохранения в энергетических цепях 

 

В электрических, гидравлических, тепловых, механических и других, 

однородных с точки зрения физических явлений, цепях выделяемые 

элементы характеризуются конечной проводимостью, отличной от нуля. 

Кроме того, для элементов с сосредоточенными параметрами матрица 

системы уравнений, составленная по методу узловых потенциалов, 

оказывается положительно определенной и симметричной. Поэтому такая 

система уравнений всегда имеет единственное решение, а учет 

симметричности ее матрицы позволяет применять эффективные методы ее 

решения. 

Разнообразие физических явлений, обусловливает принципиально 

иную ситуацию, когда в различных элементах цепи наблюдаются явления, 

которые могут быть однородными и неоднородными. Например, в 

газотранспортных системах (рис. 1.3) выделяют группу элементов, когда 

наблюдаются теплогидравлические процессы. Это газоперекачивающие 

агрегаты, трубопроводы, редукторы и другие. Вместе с ними существуют 

элементы, в которых наблюдаются только тепловые процессы (аппараты 

воздушного охлаждения газа) и только гидравлические процессы 

(пылеуловители). Аналогичную ситуацию можно наблюдать в цепи 

импульсного плазменного ускорителя эрозионного типа (рис. 1.5). Здесь в 

плазмосодержащем элементе наблюдаются явления магнитной 

гидродинамики, а в остальных элементах цепи (индуктивности, емкости, 

сопротивлении) ‒ электромагнитные явления. Если выделенные элементы в 

таких энергетических цепях характеризовать матрицами проводимости, 
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связывающими последовательные и параллельные переменные на границах, 

то возникает ситуация, когда определитель матричной проводимости 

стремится к нулю (случай с емкостью, сопротивлением и индуктивностью, 

где отсутствуют гидравлические и тепловые взаимодействия, характерные 

для плазменного ускорителя) или к бесконечности (случай отсутствия 

гидравлических взаимодействий в аппарате воздушного охлаждения 

газотранспортной сети). В результате оказывается недопустимым 

непосредственное использование метода узловых параллельных переменных 

для составления системы балансовых уравнений по последовательным 

переменным в узлах цепи. Поэтому необходимо предварительно оъединять 

элементы цепи в некоторые макроэлементы, в которых выделенные 

физические явления оказываются неразрывно связанными, а определитель 

соответствующей матричной проводимости приобретает конечное значение 

отличное от нуля. 

Покажем, каким образом осуществляется объединение элементов в 

макроэлементы на примере компрессорной станции (КС). 

Основными технологическими элементами КС являются 

газоперекачивающие агрегаты (ГПА), аппараты воздушного охлаждения 

(АВО), дроссельные краны (Др) и пылеуловители (ПУ) (рис. 4.9). В 

соответствии с технологическими требованиями однотипные ГПА 

соединяются между собой последовательно по Cq  штук, образуя группу 

агрегатов (величина Cq  определяет количество ступеней сжатия газа, причем 

обычно 3Cq ). Однотипные Гq  группы объединяются в блок ГПА. К 

выходу блока ГПА подключается блок АВО, состоящий из Aq  параллельно 

работающих аппаратов. Блоки ГПА и АВО образуют цех КС. На входах и 

выходах цехов КС устанавливаются ПУ, очищающие газ от твердых и 

жидких примесей. Др предназначен для плавного регулирования падения 

давления на входе цеха.  
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Если теплогидравлические явления, происходящие в 

технологических элементах КС, разделить на тепловые и гидравлические, то 

получим тепловую и гидравлическую цепи, представленные соответственно 

на рис. 4.10 и рис. 4.11. Сопоставляя цепи на рис. 4.9 ‒ 4.11, можно видеть, 

что только ГПА являются такими элементами, в которых наблюдаются 

теплогидравлические процессы. В остальных элементах происходят 

однородные явления. Поэтому исходная схема, приведенная на рис. 4.9, 

должна быть заменена схемой из параллельного соединения цехов, а каждый 

цех должен рассматриваться как макроэлемент теплогидравлической цепи. 

Очевидно, состоящая из таких макроэлементов цепь не будет изменять 

топологию при раздельном рассмотрении в ней тепловых и гидравлических 

явлений. 

Обратимся теперь к математическим моделям ГПА и АВО и 

покажем, как на их основе можно получить операторное уравнение 

макроэлемента, состоящего из Цq  параллельно работающих цехов. 

Математические модели ГПА и АВО имеют вид [206, 270]. 

 n,WФW ВХГГВЫХГ  ,    (4.69) 
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Рис. 4.9. 

 



213 

ГПА

ГПА

ГПА

ГПА

ГПА

ГПА

ГПА

ГПА

АВО

АВО

АВО

АВО

АВО

АВО

АВО

  

цех 1

цех 2
вход

выход

 
Рис. 4.10. 
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Рис. 4.11. 

 

 ВХАAВЫХA WФW  ,    (4.70) 

где n  ‒ обороты нагнетателя, ГФ  и АФ  ‒ нелинейные вектор-функции от 

параметров газового потока ‒ массового расхода M , давления p , 

температуры T  газа, ‒ образующих вектор TTpMW  . В 

математическую модель ГПА включаются ограничения на объемную 
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производительность, приведенные обороты, максимальную мощность 

привода, а также ограничение на температуру газа в выходном патрубке 

нагнетателя. Эти ограничения задаются неравенством [206] 

  maxГВХГГminГ n,W   ,     (4.71)  

где minГ  и maxГ  ‒ векторы, Г  ‒ нелинейная вектор-функция. 

Учитывая особенности схем соединения элементов КС, для входных 

и выходных параметров газового потока параллельно работающих Гq  цехов, 

т.е. для Т
ВХВХВХВХ ТРМW   и Т

ВЫХВЫХВЫХВЫХ ТРМW  , 

соответственно, запишем 
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Здесь верхние индексы m  и q  указывают на принадлежность параметров и 

функций определенному элементу КС, расположенному в цехе m  на q -й 

ступени сжатия газа. 
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Для получения операторного уравнения макроэлемента из 

параллельно работающих цехов осуществим линеаризацию нелинейных 

функций ГФ  и AФ , входящих в выражения (4.72). Выбрав начальное 

приближение по параметрам газового потока 0WW  , безотносительно к 

индексам m  и q  запишем 
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где s  ‒ номер итерации. 

Неравенство (4.75) преобразуется к виду 
s
max

ss
min nnn  .     (4.76) 

Если для какого-либо m  и q  оказывается, что s
min

s nn 1  или s
max

s nn 1  , то 

в выражении (4.76) полагаем s
min

s nn 1  или s
max

s nn 1  соответственно. 

При управлении КС, цеха которой оснащены ГПА с газотурбинным 

приводом, необходимо изменением оборотов n  обеспечить заданную 

величину выходного давления или заданную величину объемов перекачки 

газа. Задачи управления оборотами n  здесь не рассматриваются. Они 

подробно освещены в работе [267]. 

На основании равенств (4.72) ‒ (4.74) установим связь между 

параметрами газового потока на входе и выходе группы ГПА. 

Безотносительно к номеру цеха m  имеем 
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где 
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При 0q  матрица  qAГ  ‒ единичная. 

С помощью уравнения (4.77) легко установить связь между 

параметрами газового потока на входе и выходе блока ГПА в целом. Для 

этого достаточно разделить на Гq  элементы первого столбца матрицы 

 CГ qA , а затем умножить на Гq  первую строку равенства (4.77). 

Воспользуемся соотношениями (4.73) ‒ (4.74), (4.77) и установим 

связь между параметрами газового потока на входе и выходе цеха 
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Матрица  CГ qA  отличается от матрицы  CГ qA  тем, что ее 2-й и 3-й 

элементы 1-го столбца в Гq  раз меньше соответствующих элементов 

матрицы  CГ qA . 

Решая уравнение (4.78) относительно неизвестных s
ВХЦ

s
ВЫХЦ МM   

и s
ВЫХЦT , а также учитывая тождество 

        11111   sssssssss MTTTMMMTMTE , (4.79) 

можно установить, что  
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где номер итерации s  опущен. 

Из полученных уравнений цехов КС легко образовать искомое 

уравнение макроэлемента: 
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или 
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Уравнение (4.82) в области изображений для 2mk  принимает искомую 

операторную форму 
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. (4.83) 

Сопоставляя уравнения (4.68) и (4.83), можем видеть, что 

нелинейные системы уравнений в частных производных вида (4.59) и 

алгебраических уравнений вида (4.72) преобразованы в единую форму, что 

позволяет объединить их в балансовую систему уравнений в соответствии с 

топологической структурой энергетической цепи. Такое объединение 

операторных уравнений (4.68) и (4.82) аналогично объединению уравнений 
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элементов электрической цепи с распределенными параметрами, 

рассмотренных в разделе 4.5. 

Таким образом, законы сохранения в узлах энергетической цепи 

реализуются в системе линейных алгебраических уравнений вида 

IUY


 ,      (4.84) 

где Y  ‒ блочная структурно-симметричная матрица, образованная из 

матричных проводимостей элементов цепи, т.е. из матриц 00Y , lY0 , 0lY , llY , 

входящих в операторные уравнения (4.68) и (4.83); U


 ‒ блочный вектор 

изображений параллельных узловых переменных, которые являются 

искомыми во всех узлах цепи, за исключением граничных узлов UGj , где 

они могут быть заданы векторами ГРjU


 ( UG  ‒ множество номеров для таких 

узлов); I


 ‒ блочный вектор изображений последовательных переменных, 

образованный из векторов 0I


 и lI


, входящих в операторные уравнения 

элементов цепи, а также из изображений ГРjI


 функций  tIГРj , 

характеризующих последовательные переменные в j -м граничном узле 

( IGj , IG  ‒ множество номеров для таких узлов). 

В качестве примера на рис. 4.12 приведен фрагмент двухниточного 

магистрального газопровода. Здесь в узле 1 задан вектор  tU ГР1 , 

характеризующий термодинамический потенциал источника газа, а в узлах 9 

и 12 заданы векторы  tIГР9  и  tIГР12 , характеризующие потоки масс газа у 

его потребителей. Структурные особенности матрицы Y  отражены на рис. 

4.13, где ненулевые блочные элементы отмечены символом  . Для 

эффективного решения системы уравнений вида (4.84) в работе [272] 

предложен метод блочной LU -факторизации, который реализует основные 

формулы обычного метода LU -факторизации и при этом учитывает 

блочность элементов матрицы Y . 
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Рис. 4.12. Пример энергетической цепи - фрагмент двухниточного 

магистрального газопровода. 
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Рис. 4.13. Топология матрицы проводимостей энергетической цепи, 

представленной на рис. 4.12 
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4.8. Моделирование режимов работы магистрального 

газопровода 

 

Численные операторные методы на основе преобразований Ньютона 

обеспечивают высокую аппроксимационную точность при алгебраизации 

уравнений нестационарного течения газа в трубах и позволяют путем 

представления уравнений разнородных элементов газотранспортной сети в 

единой операторной форме объединить их в систему балансовых уравнений. 

В процессе преобразования дискретных уравнений газовой динамики к 

операторному виду исключаются «внутренние» неизвестные и снижается на 

порядок размерность решаемой системы балансовых уравнений. В результате 

достигается необходимое быстродействие программных средств, 

ориентированных на решение задач контроля и управления режимом 

транспорта газа. Решение таких задач осуществляется в текущем времени, а 

сами задачи оказываются значительно сложнее задачи решения большой 

размерности системы нелинейных алгебраических уравнений и уравнений в 

частных производных, объединенных балансовыми соотношениями на 

границах, при известных начальных условиях. 

Сложность задачи контроля режимами газотранспортной системы 

(ГТС) обусловлена недостаточностью исходных данных для ее точного 

решения. Действительно, трудно представить себе такую ситуацию, когда в 

некоторый момент времени, т.е. в начальный момент, можно было бы 

измерить параметры газового потока во всех точках газопровода 

протяженностью несколько тысяч километров. Кроме того, измерения 

граничных параметров сопровождаются погрешностями. Поэтому, в задаче 
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контроля режима ГТС требуется не только оценить параметры газового 

потока во всех «внутренних» точках пространства, но и произвести оценку 

граничных параметров. 

В задаче управления требуется в ускоренном масштабе времени найти 

граничные условия, при которых достигается рациональный режим 

функционирования ГТС. Этот режим определяется тремя составляющими: 

максимальными давлениями в трубопроводах, максимальным 

удовлетворением потребителей в плановых объемах поставок газа и 

максимальным запасом газа в трубах. Рациональный режим 

функционирования ГТС необходимо найти при определенных 

технологических ограничениях на параметры газового потока и при 

различных внешних воздействиях ‒ аварийных отключениях и подключении 

различного оборудования, например, труб, линейных участков, 

компрессорных станций, отдельных ГПА.  

Рассмотрим математическую постановку задачи контроля режима 

ГТС. Для этого введем обозначения измеренных давлений и температур газа 

на входах и выходах КС, соответственно,  P ,  jP  и  T ,  jT , где 

  ‒ момент измерения, KC
BXG , КС

ВЫХGj . Здесь KC
BXG  и КС

ВЫХG  ‒ множества 

номеров узлов входа и выхода КС на расчетной схеме ГТС. Обозначим 

измеренные значения массового расхода временной последовательностью 

 M , давления ‒  P , температуры ‒  T , которые известны в 

граничном узле с номером ГРG . Здесь ГРG  ‒ множество номеров 

граничных узлов на расчетной схеме. 

В задаче контроля требуется, чтобы 
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   (4.85)  

при условиях взаимосвязи моделируемых значений граничных условий 

 P ,  T ,  M  в соответствующих уравнениях газовой динамики (1.46) 

или (4.59), уравнениях адиабатического сжатия газа (1.36) или (4.69), 

уравнениях теплообмена (4.70), объединенных балансовыми соотношениями 

(1.65) ‒ (1.66). В выражении (4.85) коэффициенты Pa , Ta , Ea  и параметры 

HP , HT , HM , HE определены также, как в выражении (4.67). 

Сложность математической постановки задачи контроля режима ГТС 

усугубляется еще и тем, что начальные условия для уравнений в частных 

производных априори неизвестны. Кроме того, граничные функции 

сопряжены с измеренными значениями в дискретные моменты времени  , 

что свидетельствует о некорректности задачи.  

Ее решение в значительной степени упрощается при использовании 

системы балансовых уравнений ГТС в операторном виде (4.84). В этом 

случае вопрос о некорректности задачи не возникает. 

Действительно, преобразование системы уравнений (4.84) в cистему 

уравнений вида 

    0 IKUYKYK MEMETME 
   (4.86) 

или 

BUA 


    (4.87) 
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и последующее преобразование блочных диагональных элементов 

 01  ,Adiag   матрицы 

   YKYKA METME     (4.88) 

в блочные элементы 

 01  ,KAdiag PT  ,   (4.89) 

а блочных элементов  01  ,B   вектора 

  IKYKB METME 
     (4.90) 

в блочные элементы 
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обеспечивает переход от задачи минимизации функционала (4.85) к задаче 

поитерационного формирования и решения систем линейных алгебраических 

уравнений вида B~U~A~   на полуинтервалах  mm , 1 . Итерации 

выполняются с целью решения нелинейных систем алгебраизованных 

уравнений газовой динамики, уравнений ГПА, АВО и балансовых уравнений. 

В приведенных выше соотношениях (4.86), (4.88), (4.89), (4.90) 

диагональные матрицы MEK  и PTK   определяются элементами 
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а 0  ‒ общее число узлов на расчетной схеме ГТС. 

В минимизируемом функционале (4.85) параметр 1 mmtH   

определяет ширину временного «окна», в пределах которого осуществляется 

решение задачи контроля. Очевидно, что временное «окно» перемещается 

вдоль координаты t . Выбор ширины «окна» равной ПРt HH   ‒ время 

переходного процесса в трубах линейного участка ГТС, позволяет ослабить 

влияние неизвестного начального условия  0,xW , т.е. в задании функции 

 0,xW  допускается некоторый произвол, который устраняется путем 

дополнительных гипотез. Например, это может быть гипотеза о 

стационарности режима в момент времени 0t . С течением времени 

ошибки, вызванные этими гипотезами, оказываются пренебрежимо малыми. 

Такой подход был положен в основу разработки комплекса программ 

моделирования ГТС. Для иллюстрации его возможностей на рис. 4.14 

приведена расчетная схема действующей ГТС с указанием множеств 

граничных узлов и узлов входа-выхода КС. Исходные данные по 

трубопроводам приведены в таблице 4.1. Для всех трубопроводов полагаем 

°C04н ,T   и 00,dxdh  .  
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Рис. 4.14. Расчетная схема газотранспортной системы. 
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Таблица 4.1. 

Значения параметров труб газотранспортной системы 

Номер 
узла 

входа 

Номер 
узла 

выхода 

Длина 
трубы 

(м) 

Диаметр 
трубы 

(м) 

Коэффициент 
гидравлического 
сопротивления 

Коэффициент 
теплопередачи 
(ккал/ч‒м2‒ оС) 

1 8 182866 3,703 0,031241 4,193 
2 5 7899 1,398 0,014104 1,598 
3 5 7899 1,398 0,014104 1,598 
4 5 7899 1,398 0,014104 1,598 
7 8 113000 1,979 0,016708 2,262 
6 9 107500 2,418 0,019079 2,768 
10 12 123299 3,428 0,024561 3,918 
11 12 84000 2,418 0,019079 2,768 
13 14 99000 4,019 0,028297 4,524 
15 16 85000 3,958 0,028383 4,528 
17 18 88000 3,978 0,028354 4,528 
19 20 93000 3,978 0,028354 4,528 

 

Измеренные данные и их оценочные значения, полученные в 

процессе решения задачи контроля, приведены в таблице 4.2. 

В результате решения задачи контроля удалось установить узлы, в 

которых измеренные значения давлений и температур противоречат 

условиям течения газа в трубах от входа к выходу: ВЫХBX PP  , ВЫХBX TT  . 

Такие измеренные данные отмечены в таблице 4.2 символом  . 

Математическая постановка задачи управления режимом ГТС 

отличается от изложенной выше математической постановки задачи 

контроля тем, что минимизируемый функционал вида (4.85) заменяется 

функционалом вида 
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,  (4.94) 

где ЛУ
ВХG  и ЛУ

ВЫХG  ‒ множества номеров узлов входа и выхода линейных 

участков (трубопроводных участков между КС); KCa , ЛУa , ГРa  ‒ весовые 

коэффициенты, уравновешивающие три основные составляющие 

функционала ‒ давления на выходах КС, давления в линейных участках, 

отклонения от плановых заданий массовых расходов в граничных узлах ГТС. 

Учитывая ограничения    maxmin PPP    , где значения minP  и 

maxP  заданы, функционал вида (4.94) можно представить в квадратичной 

форме 
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,  (4.95) 

Тогда алгоритмы решения задач контроля и управления становятся 

однотипными. Отличие состоит лишь в необходимости строгого выполнения 

равенств   maxPP     или   minPP     в тех узлах  , в которых при 

минимизации функционала (4.95) оказываются   maxPP     или 

  minPP    . Такие узлы исключаются из рассмотрения, а минимизация 

осуществляется с учетом оставшихся узловых параметров. 

Таким образом, численные операторные методы существенно 

упрощают решения задач моделирования ГТС. Программные средства, 



227 

созданные на их основе, имеют высокое быстродействие и удовлетворяют 

жестким требованиям диспетчерских служб оперативного управления 

технологическим процессом транспорта газа. 

Таблица 4.2. 

Измеренные значения параметров газового потока в системе 

Номер 
узла 

Узловое давление, 
атм 

Узловая 
температура, 0С 

Расход (потребление) 
газа, млн.м3/сут 

 измерен-
ное 

расчет-
ное 

измерен-
ная 

расчет-
ная 

измерен-
ный 

расчет-
ный 

1 68,77 68,98 7,0 5,93 432,48 432,583 
2 62,58 67,15 11,0 13,84 92,591 87,697 
3 61,04 68,54 7,0 9,73 106,488 98,618 
4 62,00 67,29 8,0 10,90 96,119 90,464 
5 62,86 48,69 7,0 6,99   
6 74,58 72,83 12,0 11,03   
7 55,27 56,81 14,0 13,67 74,890 73,845 
8 52,86 52,79 1,0 1,0   
9 52,77 56,39 5,0 5,0   
10 69,67 72,08 16,0 16,41   
11 71,17 68,57 5,0 5,83   
12 54,08 56,38 10,75 10,74   
13 71,27 71,48 18,08 14,56   
14 55,49 56,76 15,0 14,99   
15 73,08 72,35 17,50 12,20   
16 58,27 59,69 13,08 13,08   
17 72,49 72,32 27,09 21,33   
18 58,36 59,43 15,25 15,25   
19 74,36 73,11 21,86 20,63   
20 58,67 59,99 17,0 14,26 670,0 671,921 
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4.9. Расчет стационарных процессов в тепловых цепях 

 

До сих пор мы рассматривали энергетические цепи с 

распределенными параметрами, элементы которых описываются 

одномерными по пространству уравнениями в частных производных. 

Алгебраизация таких уравнений осуществляется путем их покоординатного 

преобразования в область изображений. Распространим этот подход на 

энергетические цепи, элементы которых описываются многомерными 

уравнениями. Однако здесь для преобразования уравнений по 

пространственным координатам используются многомерные преобразования 

Ньютона. 

Покажем особенности применения этих преобразований на примере 

решения задачи стационарного режима теплового взаимодействия потоков в 

пластинчатом теплообменнике. Схема теплообменника приведена на рис. 1.6, 

б. 

Уравнения (1.57), описывающие процессы взаимодействия в 

пределах одной пластины, запишем в линейном приближении стационарного 

режима  
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где  y,xTT 11   ‒ температура холодного потока,  y,xTT 22   ‒ температура 

пластины,  y,xTT 33   ‒ температура горячего потока. Коэффициенты 1a , 

2a , 3a  определяются выражениями 
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Здесь 2 , Ср , 2 , 2П  ‒ удельный вес, теплоемкость, теплопроводность, 

площадь пластины соответственно; 1v , 1Ср , 1 , 1 , 1П , 1Пр  ‒ скорость, 

теплоемкость, плотность вещества, коэффициент теплоотдачи, площадь 

поперечного сечения, периметр холодного потока; 3v , 3Ср , 3 , 3 , 3П , 

3Пр  ‒ то же для горячего потока. 

Для системы уравнений (4.96) заданы граничные условия вида 
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где верхние индексы указывают на принадлежность параметров 

соответствующей пластине. Функции  yu ВХХ  и  xu ВХГ  задают профили 

температурных полей холодного и горячего потоков на входе 

теплообменника. Определим температурные профили  yu ВЫХХ  и  xu ВЫХГ  

на его выходе для случая, когда 
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Значения параметров приведены в системе единиц СИ. Кроме того, пусть 
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  °C05,yu ВХХ  ,   °C160xu ВХГ .   (4.100) 

Все пластины прямоугольные и имеют размеры м,l,м,l yx 18010  .  

Для решения поставленной задачи получим операторное уравнений 

 -й пластины, связывающее профили температур 1T  и 3T  на ее входе и 

выходе. Разделим двумерную прямоугольную область пластины на 

симплексные области так, как это показано на рис. 4.15, где m  ‒ номер 

симплекса  
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Рис. 4.15. Представление прямоугольной пластины набором из 8-ми 

симплексных областей. 
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Для алгебраизации системы уравнений в частных производных вида 

(4.96) воспользуемся двумерными преобразованиями Ньютона второго 

порядка. Тогда симплексы будут определяться не только своими вершинами 

 11 y,x ,  22 y,x ,  33 y,x , но и коэффициентами внутренних узлов a , b , c . 

Таким образом, каждый симплекс имеет шесть узлов. Номера узлов 

симплексов и их координаты приведены в таблицах 4.3 и 4.4, соответственно. 

В пределах симплексной области изображение двумерной функции 

 y,xf  определяется вектором 

            T
bbccaa

S y,xfy,xfy,xfy,xfy,xfy,xff 332211


,  

где  aa y,x ,  bb y,x ,  cc y,x  ‒ координаты внутренних узлов симплекса S , 

S  ‒ его номер. 

Таблица 4.3. 

Номеа узлов симплексных областей 

Номер 
симплекса 

Координаты узлов симплекса (обозначения) 

 11 y,x   аа y,x   22 y,x   сс y,x   вв y,x   33 y,x  

номера узлов в расчетной области 

1  2  3  1  1  1  

1 1 2 3 6 7 10 
2 10 11 12 7 8 3 
3 3 4 5 8 9 12 
4 10 11 12 13 14 16 
5 16 17 18 14 15 12 
6 16 17 18 20 21 25 
7 23 24 25 19 20 16 
8 25 26 27 21 22 18 
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Таблица 4.4. 

Координаты узлов симплексных областей 

Номер 

узла 

Координаты узла (м) Номер 

узла 

Координаты узла (м) 

x  y  x  y  

1 0,0 0,18 14 0,05 0,09 
2 0,032 0,18 15 0,1 0,08 
3 0,064 0,18 16 0,0 0,06 
4 0,082 0,18 17 0,05 0,05 
5 0,1 0,18 18 0,1 0,04 
6 0,0 0,162 19 0,0 0,03 
7 0,032 0,162 20 0,016 0,03 
8 0,082 0,15 21 0,066 0,02 
9 0,1 0,15 22 0,1 0,02 
10 0,0 0,144 23 0,0 0,0 
11 0,05 0,132 24 0,016 0,0 
12 0,1 0,12 25 0,032 0,0 
13 0,0 0,102 26 0,066 0,0 
   27 0,1 0,0 

 

Обращаясь к соотношениям (3.124), (3.128), (3.144), построим 

операторы дифференцирования S
xД  и S

yД , действующие на изображения 

Sf


 и преобразующие их в изображения S
xf


 и S
yf


, соответственно 
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 
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 
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010000
000010
100000
001000
000001

22  ,E .      

Операторы дифференцирования xД  и yД , действующие в 

прямоугольной области    yx l,l, 00   пространства  y,x,0 , образуются из 

операторов S
xД  и S

yД  путем их объединения в соответствии с условием 

непрерывности функций и производных в граничных узлах симплексов. 

Поэтому вычисляются средние арифметические значения производных в 

этих узлах. 

Очевидно матрицы xД  и yД  размерности  2727  действует на 

вектор   271,y,xff  


 и преобразуют его в векторы 

  271,y,xff xx  


 и   271,y,xff yy  


, где   y,x  ‒ 

координаты узла   в области    yx l,l, 00  . Обратимся теперь к уравнению 

(4.96). 

Используя матричные операторы xД  и yД , преобразуем его в 

область изображений 
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где E  ‒ единичная матрица размерности  2727 . 

Привлекая граничные условия (4.98), дополним систему 

алгебраических уравнений (4.102) уравнениями вида 
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Здесь векторы составлены из значений соответствующих параметров в 

граничных узлах пластины. 

Граничные условия (4.103) можно учесть в системе уравнений (4.102). 

Для этого необходимо удалить в ней уравнения с номерами 1, 6, 10, 13, 16, 

19, 23, 28, 32, 33, 36, 37, 39, 40, 42, 43, 45, 46, 49, 50, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 77, 

78, 79, 80, 81, 131, 132,133, 134, 135, а в матрице системы удалить столбцы с 

номерами 55, 59, 60, 63, 64, 66, 67, 69, 70, 72, 73, 76, 77, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 

104, 105, 107, 108. Затем столбцы с номерами 1, 6, 10, 13, 16, 19, 23, вместе с 

соответствующими элементами вектора 1T


 и столбцы с номерами 131, 132, 

133, 134, 135 с соответствующими элементами вектора 3T


 выносятся в 

правую часть системы уравнений (4.102). В результате таких преобразований 

получаем систему уравнений вида 

BXГBXX
T

uAuATqqTTA


32321211  ,  (4.104) 
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где матрицы 1A , 2A , 3A  имеют размерности соответственно  9999 , 

 799 ,  599 . Векторы 
1T


, 
1q


, 
2q


, 
3T


 отличаются от векторов 1T


, 1q


, 

2q


, 3T


 тем, что они не содержат элементов, входящих в векторы граничных 

условий 10q


, 
xlq1


, 20q


, 
ylq2


, 10T


, 30T


. 

Решая систему уравнений (4.104), находим искомое операторное 

уравнение пластины, как элемента теплообменника: 

BXГ

BXX

ВЫХГ

ВЫХХ

u
u

KK
KK

u
u

43

21 ,   (4.105) 

где матрицы 1K , 2K , 3K , 4K  определяются матрицами 1A , 2A , 3A  и имеют 

размерности  77 ,  57 ,  75 ,  55 . 

Учитывая связь между профилями температур на границах пластин 

вида (4.98), с помощью соотношения (4.105) легко определить функции 

 y,lT x
1

1 ,  yl,xT1
3 ,  y,lT x

2
1 ,  yl,xT 2

3 ,  yl,xT 3
3 ,  y,lT x

3
1 . 

Изложенный выше способ решения стационарной задачи в 

теплообменнике, изображенном на рис. 1.6, б, был имплементирован в 

программном приложении. Результаты решения задачи с исходными 

данными вида (4.99) ‒ (4.100) отражены на рис. 4.16. 
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Рис. 4.16. Результаты решения стационарной задачи теплообмена. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В монографии представлен подход к исследованию энергетических 

цепей, в которых реализуются процессы различной физической природы, 

неразрывно связанные между собой во времени и пространстве. 

Представленный подход базируется на энергетических аналогиях между 

физическими явлениями и на численных операторных методах, 

использующих преобразования Ньютона для алгебраизации 

дифференциальных уравнений элементов цепи. 

Энергетические аналогии позволяет ввести в рассмотрение векторы 

обобщенных последовательных и параллельных переменных, относительно 

которых записываются уравнения элементов с сосредоточенными 

параметрами, а также формулируются законы сохранения в узлах цепи. 

Преобразования Ньютона обеспечивают алгебраизацию линейных и 

нелинейных уравнений в обыкновенных и частных производных. При этом 

преобразуемые функции аппроксимируются кусочно-полиномиальными 

функциями, а инфинитезимальные операторы ‒ соответствующими 

матричными операторами. После алгебраизации уравнения элементов 

энергетической цепи с сосредоточенными и распределенными параметрами 

разрешаются относительно изображений обобщенных последовательных 

переменных. В результате возникает численная операторная форма 

уравнений элементов, в которой определяющими неизвестными являются 

изображения обобщенных параллельных переменных в узлах энергетической 

цепи. С помощью операторных уравнений элементов в соответствии с 

методом узловых параллельных переменных формируется система уравнений 

цепи в целом. 

Такой подход к исследованию энергетических цепей является 

универсальным. Он использован при разработке пакетов программ 
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моделирования газотранспортных систем и теплообменных устройств. 

Высокая эффективность этих пакетов позволяет применять их при расчетах в 

темпе текущего и ускоренного времени, т.е. для решения задач оперативного 

диспетчерского управления сложными энергетическими объектами. 
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